11. Nichtlineare Dynamik und Chaos

Beil den meisten bisherigen Phanomenen z. B:
Pendelbewegung: Kraft linear als Fkt. der Auslenkung

Fadenlange L, Masse m,
Auslenkwinkel @

Rucktreibende Kraft: F; = —mgsing

Ablenkwinkel (P

Beschleunigung: L . ¢

Krafte: m L «p +y «@p +m + g +sing = 0

Lésungen mit sing ~ g

d2
—m +a-p =0 Exakte Losung: ¢(¢) = C1e¥C@ ! 4+ Che 0!

ar2

— Ve tasg xakte LOsung:

@(t) = Clexp(—? (:V - J(j/’z —4a) )r) +C,
exp(—%(j/ + ‘/(yz —4a) )r)

d.h.: harmonisch ,
wie gehabt




a’gqp

— Ta-sing =0 Exakte Losungen:
o(t) 1 o) 1
[ = dy, — Cq, 1 = — -
-[0 JQ(cosy2 Ja+Cy) )2 2 '[0 ( J 2(cosy)a+Cy) ) dyl ¢

Der ungedampfte harmonische Oszillator
mit linearer Ruckstellkraft: = -pD.x - @y = /2

m
! -2
Gesamtenergie: £ = Z x + £x? =
Bewegung im Phasenraum
mit dem Kreisradius R= {%
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Allgemein: Elliptisches Integral

D

4D f

u=F(0,k) = |

0 J(1-k%sin2d")

U=F{l,phi)ws phi

k=0.566

0 - P1

phi

2P1 3P1



Das Pendel, keine Kleinwinkelnaherung:

dg . a} . g . . -
T =0, % = -=ginf Schwingungszeit:

Die Energie des Systems bleibt
erhalten (keine Reibung):

E=+m+o*—m-+g-l+cosb .
T/To |
Phasenraumplot: " J
2 i

0 theta max Pli

8 verschiedene
Energien!

Y

4@




Ist die Kraft linear -=>Potential ~x2
harmonische Bewegung z.B.: @, = E

beim Pendel E bel der Feder, unabhangig von der
Anfangsamplitude!

Wie ist es beil einem Potential ~ x"?

Jede Kurve hat eine

Hier das Resultat fur die Periodendauer: .
andere Energie
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Schwingungen!

lauft gegen den Nullpunkt als stabilen Attraktor

S S Deterministisch!

. Superpositionsprinzip: (Lsg. lin.Diffglg.)
gedémpft, Sind x;(r) und x,(1) Losungen —

a-«-x1(t) + b+ x2(t) auch Losungen

Nicht so z.B: bel der Schaukel

. |
Schwerpunktverlagerung: Gilt nicht mehr!

meL(1 +ALcos(@t+a)) ¢ +7 «@ +m +g +sing = 0

Schwerpunktverlagerung Amplitude wéachst ¢ ~ 7



Trajektorien im Phasenraum X[

Stationare Zustande entsprechen i SR
Fixpunkte (Attraktoren) im {f N

Phasenraum, Konfiguration der ) }' T
ein System zustrebt, kbnnen N7 ¥
vorhergesagt werden, entsprechen T~
allerdings unvorhersehbaren
Bewegungen

Erzwungene Schwingung:

Duffinggleichung
X A27 x4 +x + x> = F«cos(r)



Solution to Duffing's Equation
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Stabilitat von Fixpunkten:

X Phasenraum einer eindim. Bew.
Zur Stabilitat von Fixpunkten

X

FiXpunkte X1,X2.X3 !

X1 und x |

X1 X2 Xa

sind instabile Fixpunkte,
kleine Abweichungen wachsen
schnell an!

Einzugsgebiet:

X2 stabil: x; < x < x3



Beispiel : Teilchen der Massen m in einem eindimensionalen
Potential

Rechenbeispiel:  x¢ = x;

Messung z.Zt.: t+1 ist eindeutig bestimmt

. durch Messung bei t

Stapll jede Information Uber das System ist in f enthalten
Aftraktoren Spezifischer Prozels:

X1 = falxy) = Aoy (1 —xy) 0 A

Ruckkopplung



X1 = falxe) = A o x(1 = x;) Logistische Gleichung

Stationarer Zustand (Fixpunkt) : x,.1 = x5
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Geometric representation: Logistic Map
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Geometric representation: Logistic Map

Ergebnis:

Oben, Konvergenz gegen xy = 0.
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A1 =3,1, =3.449.... 43 = 3.5699
A=2—= 1Wert, A = 3.2336 — 2Werte, A = dunkorreliert —
Signatur von Chaos

Extreme Sensitivitat auf die Anfangsbedingungen:
Chaotisches System
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Wie unterscheidet man Chaos und Rauschen?

Methode zur Identifikation von Chaos

Zeitplot:

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Ergebnis eines Eintrags
x(neAt+1) 5 x(n« At)
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ein anderes Spektrum:

Ergebnis eines Eintrags

1.539
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x(n+«At+1) 5 x(n -« Af)

Das letzte Spektrum
Ist Rauschen!



Ein weiteres Beispiel:" Wasserhahn tropft"

x(neAt+2) 5
x(n«At+1) 5 x(n - Af)

0

0

PS5

& [« —){+t.->|<—r,—>i
§ A
é MICROPHONE w—

Cc

DATA /-)




Parallele Bahnen

N

Liapunovscher
Charakteristischer

Chaotische Bahnen
Sinai- Billard

Exponentielles Wachstum
des Abstandes benachbarter
Startpunkte

Exponent \

| Xp —xn [= e | x)—x |



Weiteres Beispiel
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Figure 2.4: Trading records of fur catches for the Hudsons Bay Company

Steht als Beispiel von konkurrierenden Gruppen,

die mit nichtlinearen Gleichungen beschrieben werden. Wie:

Populationen von wechselwirkenden Arten in der Biologie
konkurrierende Parteien, Geschafte,...



Beispiel fur Hasen, r, << Fuchs, f, Gleichgewicht

Logistische Gleichung: ;= 25— g « » . 1
= franres

a : Starke der Fuchs-Hase Begegnungen

: A grash of foxes () ws rabbits (i
In den folgenden

Rechnungen:
1007

a = 0.01 5071
£600

402

207

T
200 402 860J 800
r



qraph of foxes (7«3 rashizs (n & 3a07 cf foxes T ws aaoits (1

200
00
100
200

140 \ 1» —— snowshoe hare |

120
100 .
quantity g A I /A
A
40 _,.2‘ .‘" .-I
N ] !
20

- - - lynx

-
PR e
e

3
L~
)
~
-
e

/7-. I\ f\
Ii, ‘ / /\'I’ \ I \ K
L \ / ) - H W “ U’

1845 1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925 1935
year

=

Figure 2.4: Trading records of fur catches for the Hudsons Bay Company.



Beispiel: Zentralplane

mit Satelliten I und \

Gestorter Korper

Storer
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Aufschaukelung, wenn = L., r,s natirliche Zahlen

~ Liicken im Ringsystem von Saturn Staubteilchen:2

Monde:3
— Cassinische Ringe

Rationale Zahlen liegen auf der Zahlengerade dicht,
zwischen zwei rationalen Zahlen liegen « viele weiltere,
dazwischen liegen noch mehr irrationale

Endliche Genauigkeit: Fibonacci

Nicht zu entscheiden ob rational oder irrational
Kolgomorov- Arnold- Moser Theorem -

z. B:
Existenz regularer Bewegungen: | 1

Mann kann die stabilste Bahn 1+—% ~ ?(ﬁ —-1)=10.618
berechnen L b— b

entspricht dem Goldenen Schnitt:



Leonardo
va Vinci

Goldener Schnitt




FUr uns relevant: Planetoidenbahnen
Licken: Rationales Verhaltnis zur Periode des Jupiters!

Kirkwoodsche Licke: Periodenverhaltnis:3/1

Rechnungen zeigen: Bei 3:1 auch chaotisches Verhalten->

Exzentrizitat der Bahn variiert in ungeordneter Weise
als Fkt. der Zeit.--»> Gefahr fur Erde



Zweidimensionale Gleichungen
Ausgangspunkt logistische Gleichung: x,.1 = Ax,(1 —x;,)
kann erweitert geschrieben werden als: z,.; = z2 + ¢

mit zkomplex: z=x+i# ynd ¢ = D+ iq Mandelbrot Glg.

Trennung in Real- und Imaginarteil --->
2- dimensionale Darstellung: x+1 = x2 —ya +p

Vaur1 = anyn + ¢

far c=0
_n.'.Lr‘..-._ BP0 | 2 |q< L=
Tastnpgilels At - Punkte wandern - 0
Z|>1 - — 00

| z, |=1 Einheitskreis



O F 0 2 Klassen: Zusammenhangende Rander c




Selbstahnlichkeit
Lineare Differentialgleichung: x= —ax(¢)

Losung: x(7) = xo « €™ ¢ x,(f) + c2x,(¢) eine Lésung, wenn
x1(2),%2(1) Lésung

A
1+axqt

Wie ist es bei: x= —ax(1)> Losung: ¥(t) =

x1(8) = 1;[];01; und x2(2) = 1;10502:

X1 X2 1 keine Losung!

Bemerkenswert: x(#(gro B) ) ~ X d.h.: unabhangig von %o
Wechselt man die Zeitskala: ¢ - At = x(Af) = —— = xff)

Skalenahnlich!



Allgemein: x(1¢) = 1*x(¢) - Zeitabhangigkeit: x(¢) ~ t*
Weil dann gilt: x(17) ~ A*#* = 1*x(¢)

(x(e)*

1-1
X0

Fir lineare Glg.: x(t' = At) = xpe " = man musste

a— <= andern Hierist z = L natirlicher ZeitmaRstab

Losungen nichtlinearer Glg. fehlt ein nattrlicher
Mal3stab!

Sieht man sich folgende Flachen an: Flache A~r**2

. A~1**X
Schneeflocken, projiziert



< > —_— — Fraktale
g£=/
® @ L 1
€ =L/3. £ o £ ° LA 3
*—0—0-—90— 00909000 L/9 9
etc.
L In 2 Dimensionen :
< >
A N(e) = £
In 3 Dimens-
L ionen :
% 3
e=L g=L/3 e =L1/9 N(e) = £

o3

N(e) =1 N(g)=9 N(e) = 81



. InMe)
oder: ) = — Tl fur & - 0,In(l/e) > InL

- Ine) o
Dc =]1m In(1/2) Beispiel:Cantor Set
o —
! e Ne)
E=/=1 T R
*- o 1 |
£=1/3 c
¢ —e .- * 3 2
£E=1/9 £ £ £
*—o oo ~—o o—o 1/9 4
. Dimension
_ T k _ nk |
Im k-ten Schritt: ¢ = (1/3)* und N(g) = 2 swischen
D¢ =lim ln2i _ {E_g,% = 063093 PUﬂkt(O'dlm)
koo 103 und kontinuierlicher

Geraden.



Beispiel: Kochs triadische Kurve

L=1

— lie=1,Mg) =1

2. e =1/3,N(g) = 4

_,\_)J\L\_ 3. &= 1/9,N(s)

g = (13)5,Me) = 4 D =lim 4 = I — 1 2619

k In3
k=0 In3 t

16

Man sieht also, wie die Flache einer Schneeflocken-
Projektion im Prinzip mit einer fraktalen Dimension
angenahert werden kann.



Regenrinne/ Wasserrad Drehmoment

Gleichungen: .2 .y '
o = =g P M COSQP — k@

Drehimpuls /

Reibung

Massenveranderung

A(F + 7sin qﬂ) Massengewinn

hoe (q}) Massenverlust

M =2mAr—h-m




Fuhrt zu den Lorentz-Gleichungen

=0y —x),y=Rex—y—xz,7= Xy — 2

k g A’
o = —
20 AP R ko2




Geschwindigkeit Uber Zeit
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