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EinleitungAm Physikalischen Institut der Universit�at Bonn werden zwei Beschleunigeranlagen betrieben. Seit 1967arbeitet das 2.5 GeV-Elektronen-Synchrotron [Alt68] und seit 1987 die 3.5 GeV Elektronen-Stretcher-Anlage ELSA [Alt85] [Husmann87] [Husmann88] [Schwille]. Das Synchrotron, das Teilchen im 50 Hz-Rhythmus beschleunigt, kann Elektronen ann�ahernd konstanter Energie w�ahrend eines Zyklus nur f�urkurze Zeit zur Verf�ugung stellen. Es wird als Injektionsmaschine f�ur ELSA genutzt.1 In ELSA werdendie injizierten Teilchen gespeichert und gleichm�a�ig dem Experiment zugef�uhrt. Der kurze Teilchen-puls des Synchrotrons wird dabei gestreckt ("Stretcher"), so da� dem Experiment ein zeitlich ann�aherndkonstanter Teilchenstrom zur Verf�ugung gestellt werden kann. Da im allgemeinen die maximale Ereig-nisrate im Experiment begrenzt ist, k�onnen, bei gleicher Teilchenzahl, in vorgegebener Zeit aus einemgleichm�a�igen Teilchenstrom mehr Ereignisse detektiert werden, als aus einem Teilchenpuls.F�ur den Erfolg eines Experiments, das den internen oder externen Strahl eines Beschleunigers nutzt,ist es wesentlich, da� die Eigenschaften des Teilchenstrahls auf die Anforderungen dieses Experimentsabgestimmt sind. Zun�achst mu� der Strahl die richtige Energie haben, um die gew�unschten Teilchen-reaktionen erzeugen zu k�onnen. Er mu� mit einer geeigneten Intensit�at zur Verf�ugung gestellt werden,um die Teilchendetektoren des Experiments optimal auszulasten. Wie beschrieben soll die Teilchenrateim Strahls m�oglichst konstant sein. Strahlquerschnitt und Energieabweichung des dem Experiment zurVerf�ugung gestellten Strahls m�ussen m�oglichst klein sein, um die kinematischen Anfangsbedingungen derTeilchenreaktion genau festlegen zu k�onnen.Die verschiedenen Experimente an ELSA stellen unterschiedliche Anforderungen bez�uglich der obengenannten Kriterien. Betriebszust�ande des Beschleunigers werden danach in drei Gruppen zusammenge-fa�t.Im Stretchermode wird in festem Zeitraster injiziert, zwischen den Injektionen wird der Strahl danngleichm�a�ig aus ELSA extrahiert und dem Experiment zugef�uhrt. In diesem Betriebsmode k�onnen Teil-chenstr�ome bis zu 100 nA im externen Strahl erreicht werden. Die Energie ist zur Zeit jedoch auf 1.6 GeVbeschr�ankt, da Teilchen h�oherer Energie aus technischen Gr�unden nicht vom Synchrotron nach ELSAtransferiert werden k�onnen. Von den Bonner Mittelenergiephysikexperimenten ELAN, PHOENICS undSAPHIR [Husmann87] sind Nutzer dieses Betriebsmodes die Experimente PHOENICS und ELAN.ImAkkumulationsmode werden mehrere Sch�usse aus dem Synchrotron akkumuliert. So kann ein Teilchen-strom bis zu 250 mA bei 1.2 GeV in ELSA erreicht werden. Hohe Teilchenstr�ome werden unter anderemvon Experimenten mit Synchrotronlicht an ELSA genutzt. Die von diesen Experimenten ben�otigtenhohen Teilchenenergien werden durch eine Nachbeschleunigung des akkumulierten Elektronenstrahls er-reicht, die Lebensdauer eines Teilchenstrahls von 60 mA bei einer Energie von 2.3 GeV liegt im Bereichvon 60 min.Im Nachbeschleunigungsmode werden injizierte Teilchen auf Energien bis zu 3.5 GeV beschleunigt. Siewerden sodann, wie beim Stretchermode beschrieben, langsam extrahiert. Auf diese Weise k�onnen demExperiment Teilchen hoher Energie zur Verf�ugung gestellt werden, durch die zur Injektion und Nach-beschleunigung ben�otigte Zeit ist jedoch die erreichbare Rate und Gleichf�ormigkeit des Teilchenstromsbeschr�ankt. Nutzer dieses Betriebsmodes sind die Experimente SAPHIR und zuk�unftig ELAN.Jeder beschriebene Betriebsmode verl�auft nach einem sich wiederholenden Zeitraster, wobei sich ein Zy-klus jeweils aus drei Phasen zusammensetzt. In der Injektionsphase werden Teilchen vom Synchrotronnach ELSA transferiert. Dieser Transfer soll m�oglichst e�zient sein und die Teilchen gleichm�a�ig undmit m�oglichst kleinem Strahlquerschnitt entlang des Umfangs von ELSA verteilen. Die Vorbereitungs-phase leitet, m�oglichst ohne Strahlverluste, zur nachfolgenden Verwendung des Teilchenstrahls durch1Zur Zeit werden, bis auf den Test von Detektoren, keine eigenen Experimente am Synchrotron betrieben.2



das Experiment �uber. In der anschlie�enden Nutzungsphase soll der Strahl gleichm�a�ig und mit guterStrahlqualit�at dem Experiment zur Verf�ugung gestellt werden.Das Betriebsverhalten von ELSA ist bestimmt durch die Teilcheninjektion vom Synchrotron und dieWahl der technischen Betriebsparameter von ELSA w�ahrend aller Phasen des Beschleunigungszyklus.Auf Grund der Vielzahl von verf�ugbaren Betriebsparametern kann eine Einstellung, die die geschildertenAnforderungen optimal erf�ullt, nicht rein empirisch gefunden werden. Vielmehr mu� sich die Einstellungdes Beschleunigers an einem physikalischen Modell der Teilchenbewegung orientieren, das die Wirkungeiner Parametereinstellung auf das Teilchenverhalten voraussagen kann. Aus dem Modell k�onnen dieje-nigen Werte der Parameter ermittelt werden, die f�ur die gestellten Anforderungen optimal sind. Ziel derEinstellarbeit am Beschleuniger ist es nun, diese optimalen Parameterwerte zur Anwendung zu bringen.Auf Grund von apparativen Ungenauigkeiten kann die Einstellung des Beschleunigers nie allein anhandder Beobachtung der eingestellten Ger�ategr�o�en erfolgen. Vielmehr ist eine Diagnose durch Messungenam Strahl selber notwendig. Diese Diagnosemessungen k�onnen in bezug auf das physikalische Modellbewertet werden und geben Aufschlu� dar�uber, ob die gew�unschte optimale Einstellung gegeben ist.Sowohl zur Ermittlung optimaler Betriebsparameter anhand eines physikalischen Modells als auch zurBewertung der Diagnosemessungen m�ussen die f�ur Voraussagen aus dem Modell notwendigen Berechnun-gen in einfacher Weise durchf�uhrbar sein. Dies kann mit Hilfe eines Simulators der Teilchenbewegung imBeschleuniger geschehen.Aus dem Gesagten ergeben sich drei Komponenten zur Einstellung des Beschleunigers. Die Kontrolleerlaubt die Einstellung der Betriebsparameter des Beschleunigers und �uberwacht die technische Funktionder Ger�ate des Beschleunigers. Mit Hilfe der Diagnose k�onnen Messungen am Strahl selber gemachtwerden, um Aufschlu� �uber die aktuellen Strahlparameter zu erhalten. Die Simulation schl�agt optimaleBetriebsparameter vor, eine Veri�kation geschieht anhand von Diagnosemessungen. Dabei erfolgt dieOptimierung der Betriebsparameter des Beschleunigers jeweils durch Vergleich der Ergebnisse der ver-schiedenen Komponenten. Um einen unmittelbaren Vergleich dieser Ergebnisse zu erm�oglichen, wurdef�ur ELSA eine Vereinheitlichung der Komponenten angestrebt. Sie ist f�ur die Komponenten Kontrolleund Diagnose im neuen ELSA-Kontrollsystem [Goetz94][Picard94] verwirklicht. Dem Benutzer wirddabei eine an physikalischen Parametern orientierte Darstellung des Betriebszustands des Beschleunigersgeboten. Diese, im neuen Kontrollsystem verwirklichte, physikalische "Sichtweise" ist Voraussetzung derVereinheitlichung der genannten Komponenten, da jeweils der physikalische Gehalt der Aussagen vonKontrolle, Diagnose und Simulation vom Benutzer verglichen werden mu�.Ein sich in dieses Konzept einf�ugender Simulator mu� alle relevanten Aspekte der Teilchenbewegung f�urdie in ELSA verwendeten Betriebsmoden erfassen. Er mu�, um w�ahrend des Maschinenbetriebs genutztwerden zu k�onnen, leicht bedienbar sein und schnelle Antwortzeiten haben. Es mu� in einfacher Weise einDatenaustausch zwischen dem Simulator und der Kontrolle m�oglich sein, und die Ergebnisse der Simu-lation m�ussen in einer Form dargestellt werden, die mit Resultaten von Diagnosemessungen unmittelbarvergleichbar ist. Bislang verf�ugbare Simulatoren der Teilchenbewegung erf�ullen diese Bedingung nichtoder nur unzureichend.Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein Simulator der Teilchenbewegung im Beschleuniger ent-wickelt. Der Simulator ist auf die Anforderungen bei ELSA abgestimmt, kann jedoch auch f�ur andereBeschleuniger genutzt werden. Im folgenden werden die Anforderungen an den Simulator n�aher geschil-dert. Hiernach wird das verwendete Simulationsverfahren beschrieben. Die Veri�kation der Simulati-onsergebnisse erfolgt anhand von Berechnungen und Messungen f�ur den Beschleuniger ELSA und dasProtonen-Synchrotron COSY (Cooler-Synchrotron) des Forschungszentrums J�ulich. Erste Resultatewerden vorgestellt.
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Kapitel 1Anforderungen an den SimulatorDie im Beschleuniger umlaufenden Teilchen bilden ein komplexes Vielteilchensystem, bei dem die Be-wegung der einzelnen Teilchen durch die elektromagnetische Wechselwirkung bestimmt wird. Die Bewe-gungsgleichungen aller Teilchen sind jedoch weder analytisch l�osbar noch numerisch in endlicher Zeit bere-chenbar. Umgekehrt ist f�ur den Betrieb des Beschleunigers nicht die Kenntnis jeder einzelnen Trajektorievon Belang. Es sind vielmehr beim Beschleuniger einzelne, jeweils das ganze oder einen nicht verschwin-denden Anteil des umlaufenden Ensembles betre�ende, physikalische E�ekte, die seine Leistungsf�ahigkeitbestimmen. Dar�uber hinaus lassen auch m�ogliche diagnostische Messungen am Beschleuniger nur ge-wisse Sichtweisen auf das Teilchenverhalten zu, so da� sich eine Simulation der Teilchenbewegung auf dieVoraussage me�barer Gr�o�en beschr�anken kann.Die Erstellung eines Simulators der Teilchenbewegung im Beschleuniger erfordert eine Klassi�kation vonphysikalischen E�ekten in bezug auf ihre Bedeutung f�ur das Betriebsverhalten und ihre Auswirkung aufDiagnosemessungen, um in begrenzter Zeit auch eine Realisierung des Projekts zu erm�oglichen. DieE�ekte m�ussen dabei, um sie in einem Simulationsprogramm erfassen zu k�onnen, durch ein gemeinsamesphysikalisches Modell beschrieben werden. Denn nur eine Beschreibung aus einem gemeinsamen Ansatzheraus kann in konsistenter Weise durch einen Berechnungsalgorithmus erfa�t werden.Jedes physikalische Modell ist dabei in seiner G�ultigkeit auf eine gewisse Variationsbreite von Randbedin-gungen beschr�ankt und beschreibt nur eine bestimmte Gruppe von physikalischen E�ekten hinreichendgenau. Das dem Simulator zugrundegelegte Modell mu� daher so gew�ahlt werden, da� es erlaubt, die be-deutsamen E�ekte aus einem gemeinsamen Ansatz zu beschreiben und so Voraussagen �uber die me�barenGr�o�en abzuleiten.Nach Festlegung des physikalischen Modells zur Beschreibung der relevanten E�ekte kann ein Simulati-onsalgorithmus ausgew�ahlt werden. F�ur die Auswahl des Simulationsalgorithmus ist neben physikalischenFragestellungen auch die angestrebte Anwendungsart des Simulators von Bedeutung.Nach Auswahl des Simulationsalgorithmus mu� �uber die Art der Implementierung entschieden werden.Dies umfa�t Fragen der zu verwendenden Hardware, der Art der Softwarecodierung und der Gestaltungder Schnittstellen zum Benutzer bzw. zu anderen Programmen.Zun�achst soll ein Modellansatz zur Beschreibung der relevanten E�ekte im Beschleuniger dargestellt wer-den. Dabei wird im eindimensionalen Beispiel ausgef�uhrt, wie die einzelnen E�ekte sich in dieses Modelleinf�ugen. Ziel dieser Darstellung ist es, zu zeigen, da� der gew�ahlte Ansatz tats�achlich zur konsisten-ten Beschreibung der relevanten Vorg�ange im Beschleuniger geeignet ist. Danach wird die Auswahl desSimulationsalgorithmus begr�undet. Schlie�lich werden Fragen der Implementierung er�ortert.1.1 Modell der Teilchenbewegung im BeschleunigerDa das Verhalten aller einzelnen im Beschleuniger umlaufenden Teilchen nicht berechenbar ist, wird eineTeilchenverteilungsfunktion �(x; p; t) betrachtet, die die Dichte von Teilchen mit Impuls p am Ort x zurZeit t angibt. Dabei ist R � dxdp = N die Teilchenzahl im Beschleuniger. Der erwartete Wert einer4



Me�gr�o�e M (x; p) ergibt sich zu:< M > (t) = 1N Z M (x; p)�(x; p; t) dx dp:Um Voraussagen �uber Me�gr�o�en machen zu k�onnen, mu� die zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunk-tion bekannt sein.Gesucht ist also eine kinetische Gleichung. Sie kann allgemein angegeben werden durch (siehe z.B.:[Duder], S. 35): @�@t = A(x; p; �(x; p; t)); (1:1)wobei A ein allgemeiner Operator ist, der die auf die Teilchenverteilung wirkenden Ein
�usse wiedergibt.Auf Grund der besonderen, bei Beschleunigern imEnergiebereich von ELSA vorliegenden, physikalischenGegebenheiten kann der Operator A in zwei Anteile unterschiedlicher St�arke aufgespalten werden:A = Aham + Astoch;mit Aham � Astoch. Dabei charakterisiert Aham den hamiltonischen Anteil der Teilchenbewegung, derdurch die �au�eren und vom Strahl erzeugten Felder auf die Teilchenbewegung wirkt. Der Term Astochstellt den stochastischen Anteil dar, der zum Beispiel durch Strahlungse�ekte verursacht wird. BeiBeschleunigern im Energiebereich von ELSA ist der Ein
u� dieses E�ekts auf die Teilchenbewegungjedoch klein gegen den Ein
u� der �au�eren Felder. Daher kann mit dieser Aufspaltung die Gleichung(1.1) sukzessive zun�achst f�ur Aham, dann f�ur Astoch gel�ost werden.1.1.1 Hamiltonischer Anteil der BewegungDer hamiltonischeAnteil der Teilchenbewegung l�a�t sich durch Angabe einer HamiltonfunktionH(x; p; �; t)beschreiben. Die Hamiltonfunktion H l�a�t sich wiederum aufspalten in Hext und Hselbst, wobei Hextdurch die �au�eren Magnetfelder vorgegeben ist und nicht von der Verteilungsfunktion abh�angt, @Hext@� = 0,w�ahrend Hselbst auf die Wechselwirkung der Strahlteilchen untereinander oder vermittels der Kammer-wand zur�uckgeht: limN!0Hselbst = 0. Im Beschleuniger ist Hselbst f�ur kleine Str�ome vernachl�assigbar.Sein Ein
u� auf die zeitliche Entwicklung der Teilchenverteilung kann als St�orung zu der durch Hextvorgegebenen Teilchenbewegung behandelt werden (siehe z. B.: [Laclare]).Zun�achst ist also Hext zu betrachten. Dieser Teil des Modells stellt die Beschreibung des Einteilchenver-haltens dar, w�ahrend Hselbst und Astoch nur f�ur Teilchenverteilungen relevant sind. Das Einteilchenver-halten wird getrennt berechnet und damit von der weiteren Probleml�osung separiert. Der hamiltonischeAnteil der Bewegung ist (siehe z.B.: [Bryant], S. 335 �.):Aham = @H@p @�@x � @H@x @�@p=: fH; �g ;und es folgt: @�@t = fH; �g :Dies entspricht der Vlasov-Gleichung, mit deren Hilfe die zeitliche Entwicklung von Teilchenverteilungenin Abwesenheit von stochastischen Kr�aften beschrieben werden kann.Wie sich aus der Vlasov-Gleichung ergibt, folgt die zeitliche Entwicklung von � dabei der zeitlichenEntwicklung der Einzeltrajektorien. Durch L�osung der Bewegungsgleichungen f�ur x(t); p(t) l�a�t sichdemnach die zeitliche Entwicklung von � direkt angeben: Es sei die Dichtefunktion zur Zeit t = 0gegeben. Ferner bewege sich der Ort (x0; p0) im hamiltonischen Flu� in der Zeit t zu (x; p). Dann istdie Teilchendichte an (x; p) zur Zeit t gleich derjenigen an (x0; p0) zur Zeit t = 0, also:�(x; p; t) = �(x0; p0 ; 0):5



Eine besondere Vereinfachung ergibt sich, falls x zyklische Koordinate ist. Dann ist f�ur jede Teilchenver-teilung, die nur vom Impuls p abh�angt, Aham = 0 und somit � = �(p) zeitunabh�angig:�(p; t) = �(p; 0);und es folgt Aham(�(p; t)) � 0.Somit kann durch Wahl eines Koordinatensystems, in dem x zyklisch ist, der Anteil von Aham in derkinetischen Gleichung (1.1) eliminiert werden und es verbleibt nur noch der Anteil Astoch(p; �(p)) 6= 0.Die Hamiltonfunktion Hext im Beschleuniger gibt den Ein
u� der externen Magnetfelder auf die Teil-chenbewegung wieder. Da diese Felder in der Regel die Teilchen �uber lange Zeit stabil im Beschleunigerhalten sollen, wirken sie insgesamt fokussierend: die Teilchen schwingen um eine Gleichgewichtsbahn.Das Verhalten der Teilchen in der N�ahe der Gleichgewichtsbahn wird durch den linearen Anteil Hlin vonHext beschrieben. Der lineare Anteil von Hext ergibt sich bei Potenzreihenentwicklung um die Gleichge-wichtsbahn bis zu Termen zweiter Ordnung in Ort und Impuls. Die weiteren Terme der Hamiltonfunktionwerden im Anteil Hnl zusammengefa�t. Die Hamiltonfunktion Hext spaltet damit auf in:Hext = Hlin +Hnl:Dabei kann im Beschleuniger in der N�ahe der Gleichgewichtsbahn von Hnl � Hlin ausgegangen werden.Es ist daher gerechtfertigt, zun�achst den durch Hlin induzierten Anteil der Bewegung zu betrachten unddanach den Ein
u� von Hnl hierzu als St�orung aufzufassen.Linearer Anteil der HamiltonfunktionDie durch Hlin beschriebene Bewegung ist eine Schwingung um die Gleichgewichtsbahn. Die zeitlichgemittelte Frequenz der Schwingung ! h�angt dabei nicht von den Anfangskoordinaten x0; p0 ab. Beieinem Kreisbeschleuniger ist ein umlaufendes Teilchen an einer festen Ringposition in regelm�a�igen Zeit-abst�anden zu beobachten. In Abbildung 1.1 ist an einem festen Ort des Beschleunigers bei aufeinanderfol-genden Uml�aufen eines Teilchens x(nT ); p(nT ) aufgetragen, wobei T die Umlaufzeit und n die Nummerdes Umlaufs ist.
Abbildung 1.1: Trajektorien im linearen PhasenraumAm Ort der Gleichgewichtsbahn selber �ndet keine Schwingung statt, ein Teilchen kehrt bei aufeinander-folgenden Uml�aufen immer zum gleichen Punkt des Phasenraums zur�uck. Der Ort der Gleichgewichtsbahnim Phasenraum ist damit ein sogenannter Fixpunkt.6



Nichtlinearer Anteil der HamiltonfunktionDer nichtlineare Anteil von Hext ist: Hnl = Hext �Hlin:Im linearen Fall schwingen die Teilchen im zeitlichen Mittel in einer Phasenraumdimension mit konstanterFrequenz ! um die Gleichgewichtsbahn. Durch Hnl wird die mittlere Schwingungsfrequenz abh�angig vonden Anfangsbedingungen der Teilchentrajektorie ! = !(x0; p0).Dies f�uhrt zu einer Verschmierung der Teilchenverteilung im Phasenraum. Dicht benachbarte Teilchenfolgen zwar dicht benachbarten Teilchenbahnen, jedoch mit unterschiedlicher Frequenz !, so da� die Ver-teilung insgesamt auseinandergezogen wird. Das von der Teilchenverteilung eingenommene Phasenraum-volumen �andert sich dabei nicht. Sind die Teilchenbahnen geschlossen, werden die Teilchen verschiedenerUmlaufgeschwindigkeiten jedoch mit der Zeit spiralf�ormig entlang der Bahnen im Phasenraum aufgereiht.Dadurch ergibt sich �uber lange Zeiten eine Verteilung, die auf makroskopischem Ma�stab als Gleichver-teilung der Teilchen entlang der Bahnen wirkt. Diese sogenannte Filamentation der Teilchenverteilungzeigt Abbildung 1.2. Die charakteristische Zeit bis zum Erreichen der Gleichverteilung, die von derFrequenzverteilung innerhalb der Teilchenverteilung abh�angt, hei�t Filamentationszeit.
Abbildung 1.2: Filamentation im nichtlinearen PhasenraumIst f�ur ein (x0; p0) die Bedingung: n!(x0; p0) = k !0; (1:2)wobei n; k ganzzahlig und !0 die Umlau�requenz ist, erf�ullt, so kann sich die Wirkung von Hnl auf dieTeilchenbahn �uber viele Uml�aufe aufsummieren, was zu einer qualitativen Ver�anderung der Teilchenbahnf�uhrt.Diese �Anderung der Teilchenbahn ist durch das Auftreten von neuen Fixpunkten im Phasenraum ge-kennzeichnet, die jeweils in n-facher Multiplizit�at vorliegen. Ein Teilchen durchl�auft dabei in n aufein-anderfolgenden Uml�aufen jeden Fixpunkt, um beim n+ 1-ten Umlauf wieder auf den Ausgangspunkt zufallen.In der N�ahe des Fixpunkts kann die Teilchenbewegung dabei entweder gebunden (parabolischer Fixpunkt)oder ungebunden (hyperbolischer Fixpunkt) sein. Die die Teilchentrajektorie deformierende Wirkung einesFixpunkts ist jedoch in der Regel auf einen bestimmten Bereich des Phasenraums beschr�ankt. Au�erhalbdieses Bereichs bleibt die durch Hlin gegebene Teilchenbahn weitgehend erhalten. Die Grenz
�ache imPhasenraum zwischen Fixpunktbereich und linear dominiertem Bereich hei�t Separatrix.Da die Menge der rationalen Zahlen dicht in der Menge der reellen Zahlen liegt, ist eine Resonanz-bedingung (1.2) f�ur fast alle Anfangswerte von (x0; p0) erf�ullt. Jedoch kommt es zur Ausbildung vonFixpunkten nur dann, wenn die Anregung der jeweiligen Resonanz eine bestimmte St�arke �uberschreitet.F�ur Hnl � Hlin treten nur wenige Resonanzen hervor. In Abbildung 1.3 ist das Hervortreten vonResonanzen im Phasenraum durch Anwachsen von Hnl dargestellt.Jedes Auftreten einer Resonanz ist mit der Existenz einer d�unnen chaotischen Schicht im Phasenraumum die Separatrix verbunden (siehe z.B. [Licht] S.169 �.). Die chaotische Schicht nimmt normalerweisenur einen verschwindenden Teil des Phasenraumvolumens ein und kann daher bei der Berechnung vonMe�gr�o�en vernachl�assigt werden. Liegen jedoch mehrere Resonanzen im Phasenraum dicht beieinander,7



Abbildung 1.3: Trajektorien im nichtlinearen Phasenraumso kann das von chaotischer Teilchenbewegung beherrschte Phasenraumvolumen anwachsen, so da� sichTeilchen �uber weite Bereiche des Phasenraums di�usionsartig ausbreiten k�onnen.Solche �uberlappenden Resonanzen treten besonders dann auf, wenn eine Hamiltonfunktion, die eineResonanz induziert, einer langsamen Modulation unterliegt (siehe z.B.: [Licht] S. 335 f.). In diesem Fallentstehen zur Hauptresonanz Seitenresonanzen, deren Frequenzabstand untereinander gleich der Modu-lationsfrequenz ist. Je geringer also die Modulationsfrequenz, desto dichter liegen die Seitenresonanzenbei der Hauptresonanz und desto gr�o�er ist die Wahrscheinlichkeit f�ur die Ausbildung einer breitenchaotischen Schicht. In dieser Schicht kann das Teilchenverhalten als stochastisch angesehen werden.Zur quantitativen Erfassung dieses E�ekts wird der nichtlineare Hamiltonoperator in einen konstantenAnteil, der die Hauptresonanz beschreibt, und einen modulierten Anteil aufgespalten.Hnl = Hnl;0 +Hnl;mod:Nach Berechnung der durchHnl;0 erzeugten Hauptresonanz kann die durchHnl;mod gegebene Di�usion alszeitliche Ver�anderung der Teilchenverteilungsfunktion in den Koordinaten der Hauptresonanz beschriebenwerden. Die Anteile der Teilchenbewegung werden also uminterpretiert:Hnl ! Hnl �Hnl;mod;Astoch ! Astoch +Anl;mod:8
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Abbildung 1.4: Chaos im nichtlinearen PhasenraumAbbildung 1.4 zeigt die Ausbildung chaotischer Schichten durch Modulation im nichtlinearen Phasen-raum.1.1.2 Stochastischer Anteil der BewegungDie stochastische Anregung der Teilchenbewegung erfolgt zum einen durch rein stochastische Prozesse wieAbstrahlung von Synchrotronlicht oder das durch Verst�arkerrauschen bei der Erzeugung der Hochfrequenzverursachte sogenannte HF-Rauschen. Zum anderen erfolgt sie, wie beschrieben, durch �Uberlappungnichtlinearer Resonanzen. In diesem Fall mu� zum durch die Vlasov-Gleichung gegebenen Anteil Ahamin der kinetischen Gleichung der Anteil Astoch hinzugef�ugt werden. Er spaltet wiederum auf in dendurch externe Anregung wie HF-Rauschen induzierten Anteil Aext, den durch E�ekte im Strahl wieSynchrotronlichtabstrahlung hervorgerufenen Anteil AStrahl und den Modulationsanteil Anl;mod.Da bei Beschleunigern im Energiebereich von ELSA Astoch � Aham gilt, wird die Teilchenbewegungauf der Zeitskala der Umlaufgeschwindigkeiten vollst�andig vom Anteil Aham bestimmt. In der Regel istjedoch auch auf der Zeitskala der Filamentationszeit Aham dominierend. Ist x zyklische Koordinate inH und sind die Teilchenbahnen geschlossen, so kann bei der L�osung des stochastischen Restanteils derkinetischen Gleichung (1.1) in guter N�aherung von einer Gleichverteilung in x ausgegangen werden, dadie Filamentationszeit deutlich kleiner ist als die Zeitkonstante der stochastisch dominierten Bewegung.Die Dichteverteilung � h�angt dann nur noch von p ab.F�ur eine Teilchenverteilung �(p; t0) und eine kleine �Ubergangswahrscheinlichkeit f�ur gro�e Schrittweitenim Impuls gilt die Fokker-Planck-Gleichung (siehe z.B.: [Risken]):1@@t�(p; t) = @@p (�(p; t0)A1(t)) + 12 @2@p2 (�(p; t0)A2(t)) ; (1:3)1Durch die Fokker-Planck-Gleichung beschreibbare stochastische Prozesse sind Markov-Prozesse [Licht] S. 286. Dabeiwird angenommen, da� die �Ubergangswahrscheinlichkeit f�ur eine �Anderung von p um �p, ausgedr�uckt durch die FunktionP (p;�p; t;�t); f�ur jeden neuen Teilchen�ubergang gleich ist, also nicht von der Folge der vergangenen Teilchen�uberg�angeabh�angt [Risken], S. 27f. 9



so da� der Operator Astoch der kinetischen Gleichung:Astoch = @@p (�(p; t0)A1(t)) + 12 @2@p2 (�(p; t0)A2(t))ist. Diese Gleichung stellt eine Entwicklung der �Ubergangswahrscheinlichkeiten im Impuls f�ur kleine �pdar. Die Herleitung der Gleichung ist in Anhang A.1 dargestellt.Der Koe�zient A1 beschreibt hierbei eine Friktion, A2 ist die Di�usion (siehe z.B.: [Licht], S. 286).Die Fokker-Planck-Gleichung kann allgemein zur Beschreibung stochastischer E�ekte im Beschleunigerverwendet werden. In der Praxis ist dabei die Fokker-Planck-Gleichung in einigen F�allen f�ur bestimmteAnfangsbedingungen analytisch l�osbar.Die L�osung der Fokker-Planck-Gleichung ist aus den oben genannten Gr�unden nur auf einer Zeitskalag�ultig, die eine hinreichende Zahl von Uml�aufen der hamiltonischen Bewegung enth�alt, um die Di�usi-onsannahme zu rechtfertigen.1.1.3 RampenUnterliegt die die Teilchenbewegung beschreibende Hamiltonfunktion einer langsamen zeitlichen Ver�ande-rung H = H(t) mit @H@t � 1, wie sie zum Beispiel durch eine Rampe der externen Magnetfelder her-vorgerufen wird, so kann dieser E�ekt in der Regel als eine adiabatische �Anderung erfa�t werden. Seix zyklische Variable in H(t = t0), so da� p Erhaltungsgr�o�e f�ur H(t = t0) ist. In erster N�aherungbleibt dann auch bei der zeitlichen Entwicklung von H der Impuls p = p0 erhalten, p0 ist adiabatischeInvariante. Es �andert sich jedoch die zeitliche Entwicklung von x zu:@H@t = 0 : x(t) = (t� t0) @H(t0)@p ����p=p0 ;@H@t � 1 : x(t) = Z tt0 dt0 @H(t0)@p ����p=p0 :Diese N�aherung gilt aber nicht, wenn durch die zeitliche �Anderung vonH das Auftreten neuer Resonanzeninduziert wird. Dies tritt besonders dann auf, wenn es sich bei der zeitlichen �Anderung von H um eineniederfrequente Modulation handelt (siehe S. 8). Ist die �Anderung jedoch rampenartig (monoton), so sinddie Bereiche verschiedener Resonanzen in der Regel deutlich getrennt, so da� die adiabatische N�aherungweitgehend g�ultig ist.Die hier vorgestellte Anordnung der physikalischen E�ekte am Beschleuniger innerhalb des betrachtetenModells ist in Abbildung 1.5 veranschaulicht.1.1.4 Klassi�kation nach ZeitskalenVoraussetzung f�ur die oben angegebene Zerlegung des Operators A ist die Aufteilbarkeit von A in Anteileverschiedener St�arke und die damit verbundene Aufspaltung der Teilchenbewegung in Anteile verschie-dener Zeitskalen.In Tabelle 1.1 sind die verschiedenen Anteile der Teilchenbewegung mit ihrer Zeitskala f�ur den Beschleuni-ger ELSA aufgelistet. Es zeigt sich, da� E�ekte von Netzger�atrippel, Strahlungsd�ampfung und Rampenim Beschleuniger auf Grund der unterschiedlichen Zeitskalen tats�achlich als St�orung der transversalenund longitudinalen Schwingungen betrachtet werden k�onnen. Ferner kann auf Grund der unterschiedli-chen Zeitkonstanten die Kopplung der longitudinalen an die transversale Teilchenbewegung als St�orungder transversalen Teilchenbewegung behandelt werden.1.2 Auswahl des SimulationsalgorithmusF�ur Beschleuniger gibt es eine F�ulle von Programmen, die sich mit verschiedenen Aspekten der Beschleu-nigersphysik befassen (siehe z.B.: [Code]). Dabei besch�aftigt sich ein wesentlicher Teil der Programme10



Abbildung 1.5: Gliederung der physikalischen E�ekte im vorgestellten Modellmit der Simulation der Teilchenbewegung im Beschleuniger. Etablierte Programme befassen sich hierbeijedoch im wesentlichen mit dem Ein
u� von externen Feldern Hext auf die Teilchenbewegung. DieseProgramme lassen sich nach verschiedenen Kriterien zusammenfassen. Bez�uglich des Analyseverfahrenskann man bei der Behandlung von Hext Tracking{, Mapping{ und analytische Verfahren unterscheiden.21.2.1 Klassi�kation vorhandener SimulationsprogrammeDas Trackingverfahren ([Grote][Iselin][Farv]) geht von Elementen konstanter Feldst�arke im Beschleunigeraus. F�ur gegebene Anfangskoordinaten eines Teilchens werden dessen Endkoordinaten nach Durchlaufeneines optischen Elementes bestimmt. Mit diesen als Ausgangsgr�o�en wird die Endlage des Teilchens nachdem n�achsten Element bestimmt u.s.f. Das Teilchen wird also beim Umlauf um den Beschleuniger verfolgt("Tracking"). Das Verfahren liefert an beliebigen Orten im Beschleuniger die physikalischen Werte der(x; p) Teilchenbewegung im Phasenraum, die so gewonnenen Daten geben einen qualitativen Eindruckder Teilchenbahn. Zudem ist das Verfahren leicht zu implementieren.Da die Zahl der Rechenschritte proportional zur Umlaufzahl steigt, steigt auch die Rechenzeit in gleichemMa�e, so da� f�ur gro�e Umlaufzahlen dieses Verfahren langsam wird. Je genauer das physikalische Mo-dell zur Transformation der Teilchenkoordinaten durch ein Element ist, desto l�anger wird die Rechenzeit.Andererseits werden die Anforderungen an die Genauigkeit des Modells f�ur lange Trackingzeiten gr�o�er,da sich ansonsten Fehler des Modells aufaddieren k�onnen. So steigt die ben�otigte Rechenzeit mit der Um-laufzahl insgesamt �uberproportional. Zudem k�onnen sich Rundungsfehler des Computers akkumulieren,wodurch die Simulationsergebnisse unzuverl�assig werden. Ein Versuch, der Akkumulation von Modell{und Rundungsfehlern entgegenzuwirken, ist die sogenannte Symplekti�zierung der Trackingschritte. Da-bei werden nach jedem Trackingschritt auf Grund bestimmter Regeln die Teilchenkoordinaten so mo-di�ziert, da� die von der Teilchentrajektorie eingeschlossene Phasenraum
�ache konstant bleibt. Damit2Die Einteilung der Analyseverfahren folgt im wesentlichen dem Vorschlag von [Chao].11



Anteil der Bewegung Frequenz [Hz] Zeitskala [s]Betatronschwingung 9 � 106 1 � 10�7Teilchenumlauf 2 � 106 5 � 10�7Synchrotronschwingung 5 � 104 2 � 10�5Netzger�atrippel 6 � 102 2 � 10�3D�ampfungszeit 10 : : :250 4 � 10�3 : : :0:1Rampe 1 : : :50 2 � 10�2 : : :1Tabelle 1.1: Zeitskalen der Teilchenbewegung im Beschleuniger f�ur ELSAwerden die Teilchen auch �uber lange Zeiten auf physikalisch sinnvollen Bahnen gehalten.Das Verfahren ist auf die Verfolgung einzelner Teilchen ausgelegt. Die Beschreibung des Verhaltens einerTeilchenverteilung ist m�uhsam, sie mu� aus einzeln verfolgten Teilchen konstruiert werden, so da� dieBeschreibung der Vielteilchene�ekte mit dieser Methode kaum m�oglich ist.Bei der Mapping-Methode ([Berz90][Berz93][Zeijts]) wird versucht, eine FunktionM ("Map") zu bestim-men, die f�ur einen Umlauf die Abh�angigkeit der Teilchenkoordinaten nach Durchlaufen des Rings (xf ; pf )von denen zu Beginn (xi; pi) wiedergibt:� xfpf � =M� xipi � :Durch Analyse der Funktion M k�onnen Aussagen �uber die Struktur der Phasenraumbilder gewonnenwerden, durch Iteration von M werden Bilder der Teilchentrajektorien �uber viele Uml�aufe berechnet.Die Funktion M wird dabei aus den Magnetfeldst�arken der einzelnen Elemente des Beschleunigers alsTaylorentwicklung in (xi; pi) errechnet. Mit Methoden der Di�erentialalgebra (siehe z.B.: [Berz88]) istdies bis zu beliebiger Ordnung m�oglich.Damit ist die Mapping-Methode gegenw�artig diejenige Methode, die { zumindest potentiell { die nume-risch genaueste Wiedergabe der durch �au�ere Felder induzierten Teilchenbewegung erm�oglicht.Obwohl die Handhabung der Mapping{Programme bei der Wahl verschiedener Ordnungen der Taylor-entwicklung gleich ist, wird f�ur hohe Ordnungen und komplexe Magnetsysteme die Berechnung zeitauf-wendig.Zudem ist die Repr�asentation der Teilchenbewegung als Funktion M zun�achst unanschaulich, es bedarfkomplexer Analysewerkzeuge, um die in der Beschleunigerphysik gebr�auchlichen Parameter der Teil-chenbewegung und Aussagen �uber die Phasenraumstruktur aus der Funktion M zu extrahieren. Beizeitabh�angigen Feldern ist die Bestimmung einer geschlossenen Form von M nicht m�oglich, sondern dieTeilchenbewegung mu�, analog der Tracking{Methode, durch schrittweise Integration der Bewegungsglei-chung gewonnen werden.Insgesamt ist damit die Zielrichtung der Mapping{Methode eher die Untersuchung des Ein
usses vonE�ekten hoher Ordnung auf die Teilchenbewegung, wie Langzeitstabilit�at der Teilchen im Beschleuni-ger oder Korrektur von Abbildungsfehlern hoher Ordnung teilchenoptischer Systeme. Speziell f�ur dieangestrebte Nutzung des Simulators w�ahrend des Maschinenbetriebs scheint sie nicht angemessen.Analytische Methoden [Warnock87][Warnock89] zielen auf die direkte Bestimmung von Erhaltungsgr�o�ender Teilchenbewegung ab. Die Bestimmung erfolgt in einem Hamilton-Formalismus. Dabei wird dieHamiltonfunktion H der Teilchenbewegung bestimmt. Sie wird in Anteile H =PiHi zerlegt. Die ver-schiedenen Anteile Hi entsprechen verschiedenen, die Teilchenbewegung beein
ussenden, physikalischenE�ekten und bilden eine St�orungsentwicklung. Sukzessive wird sodann f�ur jeden Anteil Hi eine L�osungder Hamilton-Jacobi-Gleichung gesucht, die eine Transformation der jeweils vorherigen Koordinaten inneue bewirkt. Diese neuen Koordinaten sind dann Erhaltungsgr�o�en der durch die Hamiltonfunktion biszur betrachteten Ordnung beschriebenen Bewegung.Der lineare Anteil der HamiltonfunktionH0 f�uhrt zur Transformation in die aus der Beschleunigerphysikbekannten Winkel-Wirkungs-Variablen.Weitere Anteile Hi lassen sich prinzipiell danach unterscheiden, ob sie im Gebiet der Strahlausdehnungeine Resonanz bewirken oder nicht. Nichtresonante Anteile f�uhren zu einer leichten Deformation der12



Phasenraumtrajektorien, resonante Anteile zu einer qualitativen �Anderung des Phasenraumbildes. Spe-ziell die resonanten Anteile der Hamiltonfunktion m�ussen also gefunden und behandelt werden. Dadurchist die analytische Methode besonders geeignet, das Teilchenverhalten im Bereich einer Resonanz zuprognostizieren.Die analytische Methode f�ugt sich in das Bild der linearen Beschleunigeroptik [Courant]. Die Ansichtder den Erhaltungsgr�o�en entsprechenden Phasenraumtrajektorien liefert direkt eine Anschauung desqualitativen Teilchenverhaltens. Zudem ist mit dem Finden der Erhaltungsgr�o�en eine Berechnung vonTeilchenkoordinaten zu beliebiger Zeit m�oglich. Einzelne Anteile der Hamiltonfunktion k�onnen bestimm-ten physikalischen E�ekten zugeordnet werden, so da� die durch diesen E�ekt verursachte �Anderung derTeilchenbahn damit ermittelbar ist. Verschiedene resonante Anteile k�onnen getrennt untersucht werden.Daraus kann bestimmt werden, inwiefern sich Wechselwirkungse�ekte, wie die Ausbildung von Bereichenchaotischer Bewegung, im Phasenraum ergeben. Durch Addition weiterer Anteile zur Hamiltonfunktionist eine Ber�ucksichtigung weiterer physikalischer E�ekte leicht zu realisieren.Zur Erweiterung der Methode auf schwach zeitabh�angige Systeme besteht ein etablierter Formalismus,bei dem, wie beschrieben (siehe Abschnitt 1.1.3), Konstanten der Bewegung im schwach zeitabh�angigenSystem, die sogenannten adiabatischen Invarianten, gesucht und als Koordinaten verwendet werden.Teilchenverteilungen k�onnen in diesen Koordinaten auf einfache Weise untersucht werden.Bei der Behandlung eines oder einiger Hi wird jedoch immer nur ein bestimmter Anteil der Teilchenbewe-gung ber�ucksichtigt. Insbesondere kann das Verhalten einer Teilchentrajektorie im �Ubergangsbereich sich�uberlappender Resonanzen nicht erfa�t werden. Hier ist eine Erweiterung des Ansatzes notwendig, die daschaotische Verhalten eines Teilchens zwischen Resonanzen als Di�usion innerhalb einer Teilchenverteilungau�a�t. Hierbei liefern andere Simulationsmethoden zwar direkte Resultate f�ur eine Teilchentrajektorieim gesamten Phasenraum. Daf�ur erlaubt aber das analytische Verfahren in einfacher Weise eine Klassi-�kation von Phasenraumbereichen nach deterministischen oder chaotischen Zonen.Die genannten Methoden geben die wesentlichen Zielrichtungen der in Simulationsprogrammen benutz-ten Ans�atze wieder. Es gibt jedoch keine scharfe Trennung zwischen Programmen verschiedener Metho-den. So k�onnen z.B. in einem Tracking-Programmdurchaus mehrere optische Elemente zusammengefa�twerden, um eine Funktion M im Sinne der Mapping-Methode f�ur einen Abschnitt des Beschleunigerszu erhalten. Genauso kann aus der Funktion M der Mapping-Methode mit den Mitteln der Di�eren-tialalgebra eine L�osung der Hamilton-Jacobi-Gleichung konstruiert werden, um Erhaltungsgr�o�en derTeilchenbewegung zu �nden.1.2.2 Bewertung bez�uglich der Anforderungen bei ELSABez�uglich des durch Hext gegebenen Anteils der Teilchenbewegung mu�, bedingt durch das an ELSAgew�ahlte Extraktionsverfahren der langsamen Resonanzextraktion, der Simulator in der Lage sein, dasTeilchenverhalten im Bereich der Extraktionsresonanz f�ur lange Zeiten exakt zu beschreiben. Zusammenmit den bei der Benutzung des Simulators w�ahrend der Einstellphase der Maschine notwendigen kurzenAntwortzeiten scheint f�ur diese Anforderungen insgesamt die analytische Methode am besten geeignet zusein.Zudem erlaubt ein analytisches Simulationsverfahren eine Aufspaltung des Rechenprozesses in zwei Ab-schnitte. Im Analyseschritt wird, ausgehend von den aktuellen Eingabeparametern, der Ausdruck f�ur diezeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion ermittelt. Im Syntheseschritt werden aus dem analytischenAusdruck Erwartungswerte f�ur Me�gr�o�en generiert.Diese Zweiteilung des Rechenprozesses bedingt, da� der Benutzer bei einem Satz von Eingangsparameterneinmal auf den Ablauf des Analyseprozesses wartet, danach aber schnell Zugri� auf alle gew�unschtenMe�gr�o�en hat.Eine weitere Vereinfachung ergibt sich dadurch, da� sich der Benutzer f�ur Me�gr�o�en interessiert, alsof�ur Mittelwerte �uber die Teilchenverteilungsfunktion. Daher mu� die Simulation auf Skalen, die kleingegen�uber der Ausdehnung der Teilchenverteilungsfunktion sind, nur n�aherungsweise exakt sein. Insbe-sondere m�ussen Resonanzen, deren Breite diese Bedingung erf�ullt, nicht ber�ucksichtigt werden. Fernermu� der analytische Ausdruck f�ur die zeitliche Entwicklung der Teilchenverteilung in Bereichen weit abvon der zu simulierenden Teilchenverteilungsfunktion nur bedingt g�ultig sein.Insgesamt sind etablierte Programme zur Simulation der Teilchenbewegung imBeschleuniger jedoch weit-13



gehend auf die Simulation des Einteilchenverhaltens ausgerichtet. In dieser Arbeit wird demgegen�uber derAnsatz verfolgt, das Verhalten von Teilchenverteilungen zu simulieren. Auf Grund des Fehlens etablierterProgramme, die diesen Ansatz verfolgen, wurde eine Neuentwicklung des Simulationscodes angestrebt.Die analytische Methode ist hierbei nur als Teilbaustein innerhalb des Simulators zu sehen.1.3 ImplementierungDie Art der Implementierung eines Simulators wird nicht nur durch die zu beschreibende Physik, sondernauch durch die seine Nutzung betre�enden Aspekte beein
u�t. Dazu z�ahlt zun�achst der Zweck, zu demder Simulator benutzt werden soll. Daraus ergeben sich Folgerungen f�ur die Handhabung, d.h. die Artder Datenein{ und Datenausgabe und die zu fordernden Antwortzeiten. Ferner ist zu kl�aren, ob derSimulator nur an ELSAoder auch an weiteren Maschinen eingesetzt werden soll.HandhabungDa der Simulator w�ahrend des Maschinenbetriebs benutzt werden soll, ist eine einfache Handhabungunerl�a�lich. Inbesondere kann der Benutzer keine Texteingabedateien entwickeln oder �andern, um dieEingangsgr�o�en des Simulators den aktuellen Maschineneinstellungen anzupassen. Benutzereingabenerfolgen daher sinnvollerweise graphisch. Zudem sollten alle Ein{ und Ausgabeparameter in einer Formpr�asentiert werden, die dem Benutzer unmittelbar zug�anglich ist. Die Steuerung der Rechenabl�aufe desSimulators ist diesen Anforderungen entsprechend zu gestalten.Dies wird am besten realisiert durch Verwendung einer graphischen Benutzerober
�ache, mausorientierteEingabe von Parametern und Steuerbefehlen und eine graphische Darstellung aller Ausgabeparameter.Die Adaption eines vorhandenen Computercodes in eine graphische Benutzerschnittstelle, wie es z.B. f�urTransport unter MS-Windows verwirklicht wurde [Rohrer][Brown], schien nicht vorteilhaft, da die kom-plette Abdeckung einer vorhandenen textorientierten Benutzerschnittstelle durch eine graphikorientierteim Arbeitsumfang der vollst�andigen Neuentwicklung einer Benutzerschnittstelle gleichkommt.Wechselwirkung mit Kontrolle und DiagnoseF�ur die angestrebte Anwendung des Simulators in Zusammenhang mit Kontrolle und Diagnose w�ahrendder Einstellarbeit am Beschleuniger ist eine Vereinheitlichung dieser Komponenten w�unschenswert. Spe-ziell f�ur den Beschleuniger ELSA ist die Gewinnung betriebsorientierter Ger�ate- und Diagnoseparameterf�ur den Simulator durch das neue ELSA{Kontrollsystem [Goetz94] [Picard94] stark vereinfacht. DasKontrollsystem erlaubt die Akquisition der aktuellen Betriebsparameter von ELSA durch den Simulator"auf Knopfdruck", so da� ein Abgleich zwischen Parametern von Simulator und ELSA jederzeit m�oglichist.AntwortzeitenSpeziell beim Einsatz des Simulators w�ahrend des Maschinenbetriebs sind f�ur den Benutzer akzeptableAntwortzeiten bei allen Berechnungen notwendig. Dies beein
u�t, wie gezeigt, die Wahl der zu verwen-denden Simulationsverfahren, zudem hat es Ein
u� auf die Wahl des verwendeten Computer-Modells.Hier kann vorteilhaft eine leistungsf�ahige Workstation verwendet werden, da ein Computer dieser Klassesowohl die Anforderungen des Simulators an Graphikleistung und Kommunikationsf�ahigkeit erf�ullt alsauch ein gutes Preis-Leistungsverh�altnis bietet.Benutzung "online" und "o�ine"Bei der Benutzung des Simulators w�ahrend der Einstellung der Maschine soll dieser einen �Uberblick �uberdie aktuellen Verh�altnisse geben. Hier ist eine hohe Rechengeschwindigkeit notwendig, wohingegen dieAnforderungen an die umfassende Ber�ucksichtigung aller physikalischen E�ekte geringer sind. Es k�onnenbei der Berechnung des analytischen Ausdrucks der Teilchenverteilungsfunktion zu Gunsten einer Opti-mierung der Rechengeschwindigkeit also gewisse N�aherungen in Kauf genommen werden. Die maximale14



Ungenauigkeit der N�aherung sollte jedoch klein sein gegen die Ungenauigkeit bei der experimentellenBestimmung der jeweiligen Me�gr�o�e.Der Simulator soll, neben seiner Verwendung w�ahrend des Maschinenbetriebs, auch f�ur die Bestimmungvon optimalen Betriebsparametern eines Betriebsmodes genutzt werden. Diese Nutzung macht l�angereWartezeiten auf Simulationsergebnisse akzeptabel, stellt jedoch auch h�ohere Anforderungen an die Ge-nauigkeit der Simulation. Der Simulator sollte den verschiedenen Nutzungsarten entgegenkommen, indemer sich f�ur die Simulation verschiedener physikalischer E�ekte umschalten l�a�t. Damit kann w�ahrend desBetriebs durch Simulation nur der f�ur den aktuellen Betriebsmode wichtigen Anteile der Teilchenbewe-gung eine Erh�ohung der Simulationsgeschwindigkeit erreicht werden. Zudem ist durch Vergleich vonexperimentell bestimmten Me�gr�o�en mit solchen, die vom Simulator unter Ber�ucksichtigung verschiede-ner physikalischer E�ekte bestimmt wurden, eine Klassi�kation der imBeschleuniger auftretenden E�ektem�oglich.Verwendbarkeit f�ur verschiedene BeschleunigerDer Simulator soll nicht nur f�ur die aktuelle Anordnung der optischen Elemente in ELSA, sondern auchf�ur andere Beschleunigerstrukturen benutzbar sein. Dies bedingt, da� die Beschreibung der Beschleuni-gerstruktur vom Benutzer vorgebbar sein mu�. Da eine solche Beschleunigerstruktur f�ur eine Maschinenur einmal eingegeben wird, ist die Eingabe als eine Datei sinnvoll, die neben der geometrischen Gr�o�eund Lage der Elemente Standardvorgaben f�ur ihre Feldst�arkeparameter enth�alt. Zudem sollen die Para-meter der optischen Elemente so gekennzeichnet werden k�onnen, da� eine Kopplung mit entsprechendenKontrollsystemparametern m�oglich ist.Da mit dem Beschleuniger COSY auch eine Protonenmaschine als Nutzer des Simulators in Frage kommt,k�onnen die sich bei Elektronenmaschinen aus v ' c ergebenden Vereinfachungen im Simulator nichtgemacht werden.Insgesamt ergibt sich, da� eine weitgehende Neuentwicklung des Simulators notwendig ist.
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Kapitel 2SimulationsverfahrenDas Simulationsverfahren richtet sich an den bei ELSA gegebenen Anforderungen aus. Nach einer�uberblicksartigen Darstellung des Simulationsprogramms werden die einzelnen Berechnungsabschnitten�aher erl�autert.2.1 ProgrammablaufDas Simulationsprogramm ist ein eigenst�andiges Computerprogramm, das auf einem Rechner der Work-station-Klasse abl�auft. Dem Benutzer stellt sich das Simulationsprogramm zun�achst als neues Fensterin einer graphischen Benutzerober
�ache dar, das in Abbildung 2.1 gezeigt ist. Form und Bedienung desFensters folgen, konform zum neuen ELSA-Kontrollsystem, den bei Workstations verbreiteten X11- undOSF/Motif-Standards. �Uber verschiedene Men�us kann der Benutzer interaktiv mit Hilfe der Maus denAblauf von Simulationsrechnungen und die Darstellung der Ergebnisse steuern.Diese Steuerung erfolgt im wesentlichen �uber das Hauptmen�u des Simulator-Fensters und dessen Un-termen�us. Im mittleren Fensterteil werden optische Funktionen nach Wahl des Benutzers entlang derUmlau
�ange des Beschleunigers dargestellt. �Uber ein Aufblende-Men�u in diesem Fensterteil, das beiDr�ucken der rechten Maustaste erscheint (ein sogenanntes Popup-Men�u), kann der Benutzer nach derAnalysephase die Berechnung von Me�gr�o�en ansto�en. Im unteren Teil ist die Beschleunigerstrukturpiktogrammiert. Durch Anklicken eines Elementes erscheint ein Fenster, in dem die Parameter diesesElementes ge�andert werden k�onnen. Der Benutzer kann ferner im unteren Fensterteil durch AnklickenElemente zur Berechnung einer horizontalen Closed-Orbit-Beule mit vier Korrektoren ausw�ahlen, dienach Analyse der linearen Optik berechnet werden kann.�Uber das Hauptmen�u veranla�t der Benutzer den Simulator zu Beginn, seine Startdateien einzulesen.Dabei handelt es sich zun�achst um eine Datei, die Standardeinstellungen f�ur Steuerungsparameter desSimulators enth�alt. Sodann wird die Beschreibung der Magnetstruktur des Beschleunigers eingelesen. DieMagnetstruktur wird vom Benutzer in einem MAD-�ahnlichen Eingabeformat [Grote] f�ur den jeweiligenBeschleuniger in einer Datei abgelegt. Zudem k�onnen in dieser Datei Angaben �uber die Verbindung vonElementparametern mit Kontrollsystemparametern gemacht werden. Die Syntax der Startdateien ist inAnhang A.8 beschrieben. Aus der eingelesenen Magnetstruktur wird die Geometrie des Beschleunigersermittelt.Der Benutzer hat nun Gelegenheit, Elementparameter den aktuellen Gegebenheiten anzupassen oder neueWerte vom Kontrollsystem anzufordern.�Uber das Hauptmen�u kann der Benutzer die Berechnung der linearen Maschinenoptik ansto�en. Dieoptischen Funktionen werden dann f�ur eine bestimmte Phasenraumebene graphisch dargestellt, und derBenutzer kann f�ur diese Ebene �uber das Popup-Men�u immittleren Fensterteil auf Werte der Funktionen anbeliebiger Position sowie auf Werte von integralen Gr�o�en des Beschleunigers zugreifen. �Uber das Popup-Men�u erfolgt zudem die Auswahl der Phasenraumebene und der darzustellenden optischen Funktion.Sodann wird das nichtlineare Resonanzverhalten analysiert. Hier kann der Simulator entweder selbernach kritischen Resonanzen im vom Strahl ausgef�ullten Phasenraumbereich suchen oder der Benutzergibt eine Resonanz vor, deren Struktur untersucht werden soll. Der Benutzer kann sich daraufhin eine16



Abbildung 2.1: Erscheinungsbild des Simulators17



�Ubersicht �uber die Lage der den gefundenen Erhaltungsgr�o�en entsprechenden Teilchentrajektorien imPhasenraum an einem beliebigen Ort des Beschleunigers bescha�en.Nun de�niert der Benutzer eine Teilchenverteilungsfunktion, f�ur die erwartete Me�gr�o�en berechnet wer-den sollen. Dabei besteht die Wahl zwischen mehreren Modellen der Teilchenverteilung wie �{f�ormigeVerteilung, Rechteckverteilung und Gau�verteilung, wobei der Benutzer jeweils Mittelpunkt und Breiteder Verteilung interaktiv eingibt. Der Benutzer kann dabei ausw�ahlen, welche Koordinaten als Erhal-tungsgr�o�en bei der zeitlichen Entwicklung der Teilchenverteilung gelten sollen. In diesen Koordinatenwird die Teilchenverteilung dann auch eingegeben. F�ur den einmal analysierten Phasenraum k�onnenbeliebig viele Verteilungen de�niert werden.�Uber das Hauptmen�u wird jetzt die zu simulierende Me�gr�o�e gew�ahlt. Ferner besteht noch eine Auswahl,welche die Teilchenverteilung betre�enden E�ekte bei der Simulation ber�ucksichtigt werden sollen.Die eigentliche Generierung der Erwartungswerte von Me�gr�o�en wird �uber das Popup-Men�u im mitt-leren Fensterteil angesto�en. Hierbei wird die der aktuellen Mausposition entsprechende Ringpositionals Ort der Beobachtung angenommen. Die Zeit{ bzw. Frequenzabh�angigkeit der simulierten Gr�o�enwird in einem neuen Fenster dargestellt. Die Darstellung erfolgt immer in nat�urlichen Koordinatenx; x0; z; z0; �; p� (zum Koordinatensystem siehe S. 20). F�ur einen analysierten Phasenraum und einegew�ahlte Teilchenverteilung kann der Generierungsschritt beliebig oft wiederholt werden.Hierbei hat der Benutzer bei jeder dargestellten Graphik umfangreiche M�oglichkeiten, die Darstellungsartzu �andern. Ferner kann er mit Hilfe der Maus Positionen und Abst�ande in physikalischen Einheiten derdargestellten Graphik vermessen. Ferner kann die Graphik ausgedruckt werden.Nach diesem �Uberblick �uber den Ablauf des Simulationsprogramms wird im folgenden die Berechnungs-methode dargestellt. Die Aufteilung der Berechnungsschritte folgt dabei dem im vorherigen Kapitelangegebenen Muster. Die bei den Berechnungen des folgenden Abschnitts auftretenden Formeln wur-den mit Hilfe eines Mathematikprogramms zur symbolischen Manipulation von Gleichungen [Wolfram]veri�ziert.2.2 EinteilchenverhaltenZur Simulation des Verhaltens von Dichtefunktionen im Beschleuniger mu� zun�achst das Verhalten einesTeilchens betrachtet werden. Dazu soll ein universeller Formalismus verwendet werden, der sich in das inAbschnitt 1.1 vorgestellte Modell einf�ugt. Dort wurde das Einteilchenverhalten durch die Hamiltonfunk-tion Hext beschrieben. Ziel der Analyse des Einteilchenverhaltens ist also die Ableitung einer dieses Ver-halten beschreibenden HamiltonfunktionHext und die L�osung der dazugeh�origen Bewegungsgleichungen.Wie bereits ausgef�uhrt, l�a�t sich die Hamiltonfunktion in verschiedene Anteile im Sinne einer St�orungs-entwicklung zerlegen. Die L�osung der Bewegungsgleichungen f�ur eine Ordnung der St�orungsentwicklungerfolgt, indem eine Koordinatentransformation gesucht wird, in deren neuen Koordinaten die ImpulseErhaltungsgr�o�en der Bewegung sind. In diesen Koordinaten ist n�amlich (siehe Abschnitt 1.1.1) der An-teil der Einteilchenbewegung von der zeitlichen Entwicklung der Teilchenverteilung f�ur nur vom Impulsabh�angige Verteilungen abgespalten, da diese sich nunmehr nicht �andern. Dies erm�oglicht ein sukzessivesFortschreiten in den Ordnungen der St�orungsentwicklung, indem die Bewegungsgleichungen zur gest�ortenHamiltonfunktion jeweils in den vorherigen Koordinaten gel�ost werden. Die einzelne Transformation istdabei immer auf einen bestimmten Anteil der Hamiltonfunktion ausgerichtet. Damit spiegelt sich derunterschiedliche physikalische Gehalt der verschiedenen Terme der Hamiltonfunktion auch in den jeweilszugeh�origen Koordinaten wider, der der betrachteten Ordnung der St�orungsentwicklung entsprechendeAnteil der Teilchenbewegung wird abgespalten.Um die Hamiltonfunktion in eine nur von den Impulsen abh�angige Form zu bringen, ist eine gewisseAnzahl von Transformationen durchzuf�uhren. Statt f�ur jedes transformierte Koordinatensystem eineeigene Bezeichnung einzuf�uhren, werden im weiteren die jeweils neuen Koordinaten mit einer Tilde (~)versehen, die vor der n�achsten Transformation jedoch wieder unterdr�uckt wird. Zur besseren �Ubersichtsind die in diesem Kapitel durchgef�uhrten Transformationen in Tabelle 2.1 zusammengefa�t. Neben derphysikalisch motivierten Funktion wird f�ur jede Transformation die Bezeichnung der neuen Koordinatenohne Tilde und die Textstelle des Auftretens angegeben.1Bei der Transformation auf Separatrixkoordinaten wurde angenommen, da� die Resonanzkoordinate x ist.18



Funktion Neue Orts/Winkelvariablen Neue Impulse/Wirkungen SeiteMitgef�uhrtesKoordinatensystem s; �; �; � ps; p�; p�; p� 20Umlauf l�ange als unab-h�angige Variable s; x; t; z ps; px; �E; pz 21Transformation auf Soll-geschwindigkeit s; x; �; z ps; px; p�; pz 21Energienormierung s; x; �; z ps; px; p�; pz 23Dispersionskoordinaten s; x; �; z ps; px; p�; pz 25Closed-Orbit s; x; �; z ps; px; p�; pz 27Betatronkoordinaten s; �x; ��; �z ps; Jx; J�; Jz 27PhasenkorrigierteBetatronkoordinaten s; �x; ��; �z ps; Jx; J�; Jz 28Resonanzkoordinaten s; �x; ��; �z ps; Jx; J�; Jz 32Separatrixkoordinaten s; �1; ��; �z ps; J; J� ; Jz 35PhasenmodulierteKoordinaten s; �x; ��; �z ps; Jx; J�; Jz 39Tabelle 2.1: Transformationen der HamiltonfunktionIn diesem Kapitel wird die Lichtgeschwindigkeit c � 1 gesetzt, da hier Herleitung und Struktur derbetrachteten Formeln im Vordergrund stehen. In den folgenden Kapiteln und im Anhang, in denen esum die Anwendung der erhaltenen Formeln geht, wird c wieder explizit ber�ucksichtigt.HamiltonfunktionDie Bewegung eines reellen Teilchens ist nach Einstein durch die Forderung charakterisiert, da� es sichauf der Masseschale bewegt: p�p� = m2;wobei p� die Komponenten des Vierer-Impuls-Vektors sind, m die Masse des Teilchens darstellt unddie Einstein'sche Summenkonvention angenommen wurde.2 Im Falle elektromagnetischer Felder ist dieErsetzung p� ! p� � eA� durchzuf�uhren. Dabei ist A� das Vektorpotential des elektromagnetischenFeldes, p� der kanonische Impuls und e Elementarladung. Ferner ergibt sich der Geschwindigkeitsvektoru� zu: u� = 1m (p� � eA�) = @x�@� = 
 @x�@t :Hierbei ist � die Eigen{ und t die Laborzeit, 
 die relative Energie des Teilchens bez�uglich der Ruhemassem. Es folgt (siehe z.B.: [Husmann/Petry], [Bengtsson] S. 110 �.):(p� � eA�)(p� � eA�) = m2: (2.1)Im Beschleuniger werden die umlaufenden Teilchen durch das Magnetsystem entlang einer Sollbahngef�uhrt. Zum Verst�andnis der physikalischen Vorg�ange im Beschleuniger wird die Abweichung der Teil-chenbahn von der Sollbahn untersucht. Dies geschieht in einem mitgef�uhrten kartesischen Koordinaten-system, das den Ursprung jeweils auf der Sollbahn hat. Die Einheitsvektoren sind dabei ~es; ~e� ; ~e�, wobei~es tangential zur Sollbahn ist, und die Transversalebene zu ~es durch ~e� in horizontaler und ~e� in vertikalerRichtung aufgespannt wird.2Hierbei bezeichne a� die Komponenten eines Vektors �a und b� die Komponenten der Eins-Form ~b. Ist auf der betrach-teten Mannigfaltigkeit eine nicht entartete Metrik de�niert, so kann dem Vektor eineindeutig eine Eins-Form zugeordnetwerden durch ~a = g(�a), wobei g eine Zwei-Form ist, die als Metrischer Tensor bezeichnet wird [Schult], S 34.19
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➞Abbildung 2.2: Mitgef�uhrtes KoordinatensystemDieses mitgef�uhrte Koordinatensystem ist in Abbildung 2.2 zu sehen. Zur Transformation von (2.1) in dasmitgef�uhrte Koordinatensystem mu� der metrische Tensor des Minkowski-Raums g umgerechnet werdenin den der mitgef�uhrten Koordinaten g0:g0 = �Tg�; oder in Koordinaten:g0�� = ���g����� ;wobei �; � die Komponenten in kartesischen Koordinaten ft; x; s; zg und �; � die Komponenten im mit-gef�uhrten Koordinatensystem ft; �; �; �g bezeichen.3 Hierbei ist die Matrix � die Transformationsmatrixder Ableitungen von neuen in die alten Koordinaten:��� = @x�@�� :Die Sollbahnkurve imOrtsraum unterliegt einer lokalen Kr�ummung in �- und �-Richtung mitKr�ummungs-radien �x; �z . Auf Grund der Kr�ummung erscheint ein Wegelement d� in mitgef�uhrten Koordinaten f�ur�; � > 0 l�anger als in kartesischen Koordinaten. Es ergibt sich: d� = (1+ ��x + ��z )ds, w�ahrend die anderenKoordinaten sich l�angentreu transformieren. Die Transformationsmatrix � ist also mit n = 1 + ��x + ��z :��� = 0BB@ 1 0 0 00 1 0 00 0 1=n 00 0 0 1 1CCA ;und der metrische Tensor: g0�� = 0BB@ 1 0 0 00 �1 0 00 0 �n�2 00 0 0 �1 1CCA :Damit kann Gleichung (2.1) in Komponenten des mitgef�uhrten Koordinatensystems ausgeschrieben wer-den als: (E � e�)2 � (p� � eA�)2 � 1n2 (p� � eA�)2 � (p� � eA�)2 = m2:3F�ur die Zeitkomponente ergibt sich keine �Anderung beim Wechsel des Koordinatensystems, daher wird die Bezeichnungidentisch belassen. 20



Es ist jedoch �ublich, die Feldst�arken der magnetischen Elemente in kartesischen Koordinaten anzugeben,damit keine Umrechnung der gemessenen Feldst�arkewerte auf neue Koordinaten notwendig ist. MitA = ��1A0 ist dann: (E � e�)2 � (p� � eAx)2 � (p�n � eAs)2 � (p� � eAz)2 = m2:Zur einfacheren Schreibweise werden fortan die griechischen Indizes der Koordinaten durch lateinischeersetzt: (E � e�)2 � (px � eAx)2 � (psn � eAs)2 � (pz � eAz)2 = m2: (2:2)Es ist aber zu beachten, da� die sich ergebende Gleichung in gemischten Koordinaten geschrieben ist:Die Feldst�arken sind in kartesischen Koordinaten angegeben, w�ahrend die Impulse im mitgef�uhrten Ko-ordinatensystem geschrieben sind.Da im Kreisbeschleuniger eine s-Periodizit�at besteht, ist die Wahl von s als der unabh�angigen Variablenin der Beschleunigerphysik �ublich. Eine Hamiltonfunktion mit s als unabh�angiger Variable kann durchAu
�osen von (2.2) nach �ps erhalten werden:Hs = �ps = �n[eAs +p(E � e�)2 �m2 � (px � eAx)2 � (pz � eAz)2]: (2:3)Hier hat also s die Funktion der Zeitkoordinate �ubernommen, die kanonisch konjugierten Variablen sindx; px; z; pz; �E; t.4BeschleunigerelementeDer Beschleuniger ist aus magnetischen Elementen aufgebaut, die in guter N�aherung als Abschnittekonstanten Feldes angesehen werden k�onnen. Zur Beschreibung der Wirkung von �Uberg�angen zwischenden Abschnitten werden d�unne Linsen eingef�uhrt, d.h. Abschnitte mit L�ange l = 0; aber integralem FeldA � l 6= 0.In Anhang A.2 sind die elektrischen Feldst�arkevektoren f�ur die verschiedenen im Beschleuniger vorkom-menden optischen Elemente hergeleitet. F�ur diese Beschleunigerelemente gilt: � = Ax = Az = 0, so da�sich die Hamiltonfunktion (2.3) vereinfacht zu:Hs = �n[eAs +pE2 �m2 � p2x � p2z]= �n[eAs +pp2s � p2x � p2z]; (2.4)wobei die Beziehung E2 = ~p2+m2 eingesetzt wurde und ps = ps(�E) = j~pj der Betrag des Dreier-Impulsesist. Die Bezeichnung ps wird hier und im folgenden, anders als in Gleichung (2.3), zur Kennzeichnung einerrein kinematischen Gr�o�e, n�amlich des longitudinalen Impulses verwendet. Die Gr�o�e ps ist dabei keinkanonisch konjugierter Impuls, sondern wird nur als abk�urzende Schreibweise eingef�uhrt. Die kanonischkonjugierten Variablen sind weiterhin �E; t.Da die Teilchenbewegung im mitgef�uhrten Koordinatensystem betrachtet werden soll, ist es sinnvoll, dieBewegung eines Teilchens in t relativ zur Geschwindigkeit �0 des mitgef�uhrten Koordinatensystems zubetrachten. Statt der Zeitkoordinate t soll nun eine neue Koordinate �, die den Unterschied zwischender tats�achlichen Durchlaufzeit des Teilchens an einem Ort t(s) und �0t angibt, eingef�uhrt werden. Dieswird erreicht durch die erzeugende Funktion F3(�E; �) = �(s � �)�E�0 . Es ergibt sich die kanonischeTransformation:5 t = � @F3@(�E) = (s � �)=�0 , � = s � �0t;p� = �@F3@� = E�0 , ps =p(�0p�)2 �m2;@F3@s = E�0 , @F3@s = +p� :4Das Variationsprinzip 0 = � R ~p~q � Hdt ist symmetrisch in (~q; t) und (~p;�H). Da aus diesem Prinzip alle Koordina-tentransformationen ableitbar sind, mu� bei Wechsel der unabh�angigen Variablen der zugeh�orige Impuls immer negativber�ucksichtigt werden (siehe dazu z.B. [Hagedorn]).5Zur Bezeichnung der Erzeugungsfunktionen f�ur kanonische Transformationen siehe [Goldstein], S. 240 �., wonach F1 =F1(x; ~x); F2 = F2(x; ~p); F3 = F3(p; ~x) und F4 = F4(p; ~p), wobei x; p die alten, ~x; ~p die neuen Koordinaten bzw. Impulsesind. 21



Durch diese Transformation wird also neben dem �Ubergang von t zu � als mitgef�uhrter Koordinatezugleich der �Ubergang von �E zu p� als kanonisch zugeordnetem Impuls bewirkt. F�ur relativistischeTeilchen ist dabei p� = ps, so da� der neue kanonische Impuls gleich dem Teilchenimpuls ist. F�urnichtrelativistische Teilchen besitzt der kanonische Impuls jedoch keine unmittelbare physikalische Inter-pretation. Gleichung (2.4) geht �uber in:Hs = �n[eAs +pps(p�)2 � p2x � p2z] + p�; (2:5)wobei die Zeitabh�angigkeit des Potentials �s; ~As als Abh�angigkeit in � geschrieben werden mu�, wie inAnhang A.2 geschehen. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird weiterhin die Bezeichnung ps in derWurzel beibehalten, jedoch sind die kanonischen Variablen p�; �.AbstrahlungBisher waren mit A� = A�ext nur die externen Felder bezeichnet. F�ur Teilchenbeschleuniger mit hoherEnergie (E � m) mu� jedoch zus�atzlich noch die Abstrahlung ber�ucksichtigt werden. Aus den Maxwell-gleichungen folgt, da� jedes bewegte Teilchen von einem Selbstfeld A�selbst begleitet ist. Dieses kann inForm des Li�enard-Wiechert-Potentials (siehe z.B. [Barut], S. 167) dargestellt werden. Die Bewegung desTeilchens bei Anwesenheit externer Felder bestimmt sich in selbstkonsistenter Weise aus dem Ein
u� desexternen und des Selbstfeldes. Im Falle eines Kreisbeschleunigers kann jedoch in guter N�aherung davonausgegangen werden, da� A�ext � A�selbst. Daher kann der Ein
u� des Selbstfeldes auf die Teilchenbahnvernachl�assigt werden, und es ist nur der E�ekt des Selbstfeldes auf die Energiebilanz zu ber�ucksichtigen.Ein beschleunigtes Teilchen strahlt die Leistung P = �0 @E@s = 23 e2m2 dp�d� dp�d� ab (siehe z.B. [Jackson]), wobei� = t
 die Eigenzeit des Teilchens ist. Beim Umlauf imBeschleuniger erf�ahrt das Teilchen eine wesentlicheImpuls�anderung nur in den Dipolen. Dort ist A�ext = const, weswegen d~pdt ' �m
�2�0 ~ex; dEdt = 0 gilt, wobei~ex der Einheitsvektor in Richtung des Mittelpunkts der Bahnkr�ummung ist. Hierbei wurde angenommen,da� sich die Energie im Dipol nicht �andert und die Ablenkung gegeben ist durch 1� = � eBp . Also istP = 23 e24��0m2 �4
4�20 . Damit kann, durch Bilden des Integrals der Leistung P nach s, die Abstrahlung alsZusatzterm der Hamiltonfunktion mit (siehe z.B.: [Ripken]):Habstr = C1p0( 1�0x 2 + 1�0z 2)�beschrieben werden, wobei unter expliziter Ber�ucksichtigung der LichtgeschwindigkeitC1 = 23 e24��0mc2 �3
4p0ist und konstante Terme unterdr�uckt wurden.GleichgewichtsbahnDie Hamiltonfunktion (2.5) beschreibt die Teilchenbewegung bez�uglich des mitgef�uhrten Koordinatensy-stems mit der lokalen Kr�ummung 1�x ; 1�z in x- bzw. z-Richtung.F�ur die Teilchenbewegung wird in erster N�aherung eine Schwingung um eine Gleichgewichtsbahn erwartet.Die Gleichgewichtsbahn ist diejenige Teilchenbahn, bei der sich die Koordinaten zeitlich nicht �andern, aufder das Teilchen also stabil umlaufen kann. Diese Gleichgewichtsbahn ist der sogenannte Closed-Orbit,Ort und Impuls des Closed-Orbit an jeder Ringposition s werden als ~C(s); ~PC(s) bezeichnet. F�ur dieGleichgewichtsbahn gilt nun: 0 = ddt�s = @@p� Hsj~C;~pC ;0 = ddtp� = � @@� Hsj~C;~pC ;f�ur � = fs; x; zg.Auf Grund der in der Hamiltonfunktion (2.5) enthaltenen Wurzelfunktion und nichtlinearen Terme kannder Closed-Orbit nicht analytisch bestimmt werden. Jedoch kann der Closed-Orbit in einem iterativenVerfahren berechnet werden. Dazu wird die Hamiltonfunktion (2.5) als Potenzreihe bis zur zweiten22



Ordnung entwickelt, und der Closed-Orbit als diejenige Teilchenbahn bestimmt, die alle linearen Termedieser Potenzreihe eliminiert. Denn ein linearer Term in der Hamiltonfunktion stellt eine Anregung dar,die ein Teilchen mit den Anfangsbedingungen �; p� = 0 zu einer Bewegung zwingt, w�ahrend Terme zweiterOrdnung r�ucktreibende Kr�afte sind, die ein Teilchen im Koordinatenursprung unbeein
u�t lassen.Zur weiteren Iteration wird dann die Hamiltonfunktion (2.5) um den so erhaltenen Closed-Orbit ent-wickelt. Jedes nichtlineare Magnetfeld tr�agt dabei am Ort des Closed-Orbit zur �Anderung des lokalenKr�ummungsradius und der lokalen Fokussierung bei, so da� bei der neuen Potenzreihenentwicklung wie-derum lineare Terme auftauchen. Diese k�onnen wie beschrieben eliminiert werden, so da� sich ein neuerClosed-Orbit ergibt, der zu dem Orbit der ersten Iteration zu addieren ist. Auf diese Weise schreitetdie Iteration fort, bis die gew�unschte Genauigkeit erreicht ist. Der genaue Ablauf der Elimination derlinearen Terme der entwickelten Hamiltonfunktion wird noch beschrieben (siehe S. 26).Die haupts�achliche Abweichung des Closed-Orbit von der Sollbahn entsteht dabei durch Abweichungendes durch das lokale Dipolfeld vorgegebenen Kr�ummungsradius vomKr�ummungsradius der Sollbahn. ZurUnterscheidung sei der Kr�ummungsradius der Dipole mit 1=�0x;z und der Kr�ummungsradius der Sollbahnmit 1=�refx;z in x- und z-Richtung bezeichnet. Wie Anhang A.2 zu entnehmen, ist dabei f�ur den Dipol:eBz=p0 = 1=�0x; eBx=p0 = �1=�0z.Damit �uberhaupt eine Gleichgewichtsbahn existiert, mu� der tats�achlich vom Teilchen durchlaufene Win-kel mit dem von der Sollbahn durchlaufenen �ubereinstimmen. F�ur die horizontale Kr�ummung gilt damit2� = I ds 1�refx = I ds 1�0x = ep0 I dsBz ;da das Teilchen auf der Sollbahn eine geschlossene Kurve zur�ucklegen mu�. Aus der Kenntnis dertats�achlichen Magnetfelder Bz(s) kann mit dieser Gleichung ein Impuls p0 bestimmt werden, bei demdas Teilchen auf einer geschlossenen Bahn l�auft. Dieser Impuls wird im folgenden als Sollimpuls bezeich-net. Ist der Sollimpuls auf diese Weise festgelegt, kann f�ur jeden Dipolmagneten der Kr�ummungsradius1=�0x;z = �eBz;x=p0 bestimmt werden. Durch p0 ist ferner auch �0 vorgegeben als �0 = p0=pp20 +m2.F�ur einen Kreisbeschleuniger ist die Sollbahn im allgemeinen durch eine Anzahl von horizontal ablenken-den Dipolmagneten, die im weiteren als Hauptmagnete bezeichnet werden, bestimmt und als diejenigeBahn de�niert, die ein Teilchen durchl�auft, wenn jeder Hauptmagnet den Kr�ummungsradius 1=�refx hatund das Dipolfeld ansonsten verschwindet. Bedingt durch zus�atzliche Dipole und Abweichungen der Fel-der der Hauptmagnete untereinander ist jedoch immer 1=�0x;z 6= 1=�refx;z . Dies f�uhrt zu einer Abweichungdes Closed-Orbit von der Sollbahn.Der Sollimpuls p0 ist der Impuls eines auf dem Closed-Orbit umlaufenden Teilchens. Um die Teilchenbe-wegung bez�uglich des Impulses p0 herauszustellen, wird (2.5) zun�achst skaliert durch die Ersetzungen:~Hs = Hsp0 ; ~p� = 1p0 �p� � p0�20� ; ~px = pxp0 ; ~pz = pzp0 ; ~Habstr = Habstrp0 :Hierbei wurde zun�achst noch ps um E0�0 = p0�20 vermindert, um f�ur ~p� = 0 zu gew�ahrleisten, da� ps = p0gilt. Dies �andert jedoch die kanonisch zugeh�orige Koordinate ~� nicht. Es ergibt sich, eingesetzt in (2.5),unter Ber�ucksichtigung der Abstrahlung:~Hs = �n24eAsp0 +s�ps(~p�)p0 �2 � ~p2x � ~p2z35+ ~p� + ~Habstr; (2:6)wobei in Gleichung (2.6) der konstante Anteil von Hs unterdr�uckt wurde. Im folgenden wird der Einfach-heit halber die Tilde �uber den neuen Variablen weggelassen. Es ist jedoch zu beachten, da� es sich in denweiteren Formeln immer um impulsnormierte Gr�o�en handelt, wobei ~p� zudem noch um 1=�20 verscho-ben ist. Genauso zeigt Gleichung (2.6), da� jeweils der impulsnormierte Feldvektor in die Berechnungeneingeht.Das im Beschleuniger umlaufende Teilchenensemble mu� jedoch nicht den mittleren Impuls p0 haben,sondern der mittlere Teilchenimpuls weicht in der Regel um�p vom Sollimpuls ab. Bei festem Magnetfeldund eingeschalteter Hochfrequenz (im folgenden als HF abgek�urzt) ist durch deren Frequenz fHF dierelative Impulsabweichung �pp0 bestimmt. 23



Ein Teilchenstrahl mit �pp0 6= 0 hat eine andere Stei�gkeit in den Magnetfeldern als ein Teilchenstrahl desSollimpulses. Dies f�uhrt dazu, da� seine Gleichgewichtsbahn gegen�uber der eines Strahls mit Sollimpulsverschoben ist. Beim Umlauf um den Beschleuniger ergibt sich dann eine andere Umlauf l�ange L, alsf�ur einen Strahl des Sollimpulses. Die Umlauf l�angen�anderung ist in guter N�aherung proportional zurrelativen Impuls�anderung des Teilchenstrahls:�LL0 = ��pp0 ;wobei � als Momentum-Compaction-Factor bezeichnet wird und in der Regel positiv ist. Bei eingeschal-teter HF k�onnen Teilchen nur umlaufen, wenn sie im Mittel phasensynchron zur Schwingung der HF amHohlraumresonator (im folgenden kurz als Resonator bezeichnet) anlangen. Daher mu� die Bedingung:TUml = kfHF = L� ' L0�0 �1 + �LL � ���0 �= L0�0 �1 + �LL0 � 1
20 �pp0 �= L0�0 �1 + (�� 1
20 )�pp0 �erf�ullt sein, wobei k die Harmonischenzahl ist und die Zahl der Schwingungen der HF pro Teilchen-umlauf angibt. Bei vorgegebener HF-Frequenz fHF stellt sich auf Grund der Phasenfokussierung derSynchrotronschwingung 1 + �pp0 als mittlerer normierter Teilchenimpuls ein.Im folgenden Text wird zwischen der mittleren konstanten Impulsabweichung eines Teilchens und dessenEnergieschwingung unterschieden, die jeweils zu unterschiedlichen physikalischen E�ekten f�uhren. Zurbesseren Unterscheidung wird die konstante Impulsabweichung mit �pp0 , der Momentanwert der Energie-schwingung mit p� bezeichnet.Lineare HamiltonfunktionIn Gleichung (2.6) kann nun die Wurzel entwickelt werden, da jpsp0 j ' 1, w�ahrend jpxj; jpzj � 1 sind.Zus�atzlich kann der Ausdruck psp0 = 1p0p(p�p0�0 +E0)2 �m2 noch um p� = 0 entwickelt werden zu:psp0 (p�) = 1 + p� � 12
20 p2� � 12
20 p3� + : : :Beitr�age bis zur zweiten Ordnung aus dem Feldvektor ergeben sich nur aus den Feldern von Resonator,Dipol und Quadrupol. Damit ist die lineare Hamiltonfunktion Hlin:Hlin = Hlin;0 +Hlin;x +Hlin;z +Hlin;� +Hlin;Koppel mitHlin;0 = �12 + LV 02�kp0 cos(�0);Hlin;x = p2x2 + x2 ( 1�0x � 1�refx ) + x22 (k0 + 1�0x�refx );Hlin;z = p2z2 + z2( 1�0z � 1�refz ) + z22 (�k0 + 1�0z�refz );Hlin;� = 12
20 p2� + ��C1( 1�0x 2 + 1�0z 2)� ep0V 0 sin(�0)�+ �2�kL ep0V 0 cos(�0);Hlin;Koppel = � p�x�refx � p�z�refz ;wobei angenommenwurde, da� an einem Ort nicht gleichzeitig horizontale und vertikale Ablenkung sowieAblenkung und Beschleunigung statt�ndet. Die Anteile der Hamiltonfunktion Hlin;x; Hlin;z; Hlin;�fassen dabei jeweils die Terme in einer Koordinate und dem zugeordneten Impuls zusammen, w�ahrendder Anteil Hlin;Koppel die Kopplung beschreibt. Der konstante Anteil Hlin;0 hat keinen Ein
u� auf dieBewegungsgleichungen und wird im folgenden weggelassen.24



Der Anteil der Kopplung Hlin;Koppel, der von der Kr�ummung der Sollbahn herr�uhrt, kann mit Hilfe derDispersionsfunktionen ~D = (Dx(s); Dz(s)) aufgehoben werden. Die Dispersionsfunktionen sind dabeihorizontal und vertikal diejenigen Gleichgewichtsbahnen, denen ein Teilchen mit p� � 1 folgen w�urde. InHlin mu� zu ihrer Bestimmung die Ersetzung p� ! 1; (x; z)! ~D; (px; pz)! ~pD vorgenommen werden.Da Dx; Dz Gleichgewichtsbahnen sind, wird zus�atzlich Periodizit�at mit dem Ringumfang L gefordert.Ferner sollen die Dispersionsfunktionen nicht den Anteil der Dipolst�orung erfassen. Nach Unterdr�uckungder Dipolst�orung ergibt sich f�ur die transversalen Anteile der Hamiltonfunktion damit:HD = HD;x +HD;z;HD;x = p2Dx2 + D2x2 (k0 + 1�0x�refx ) � Dx�refx ;HD;z = p2Dz2 + D2z2 (�k0 + 1�0z�refz )� Dz�refz ;woraus als "Bewegungsgleichungen" f�ur ~D folgt:D00x = 1�refx �Dx(k0 + 1�0x�refx ); (2.7)D00z = 1�refz �Dz(�k0 + 1�0z�refz ): (2.8)Damit sind HD;x;HD;z in der Standardform der linearen Hamiltonfunktion:Hlin;std = 12Fp2� + R�p� + 12G�2 + S� + Tp�: (2:9)Die L�osung der dieser Hamiltonfunktion zugeordneten Bewegungsgleichung mittels eines (3� 3)-Matrix-formalismus ist in Anhang A.4 dargestellt. Die periodischen L�osungen k�onnen danach in einfacher Weisebestimmt werden, die Anfangsbedingungen der periodischen L�osungen folgen aus den Eigenvektoren derden Hamiltonfunktionen zugeordneten Ringmatrizen. Da im allgemeinen die Sollbahn des Beschleunigersin der horizontalen Ebene liegt und 1�z � 1 gilt, ist Dz(s) � 1 und kann in der Praxis vernachl�assigtwerden.Mit Hilfe der Funktionen Dx(s); Dz(s) kann die Kopplung nun aufgehoben werden durch die kanonischeTransformation [Barber86], S. 7:6F2(x; z; �; ~px; ~pz; ~p�; s) = (x� ~p�Dx(s))~px + ~p�D0x(s)x� 12Dx(s)0Dx(s)~p2� +(z � ~p�Dz(s))~pz + ~p�D0z(s)z � 12Dz(s)0Dz(s)~p2� +~p� � �;so da�: ~x = @F2@~px = x� ~p�Dx;px = @F2@x = ~px + ~p�D0x;~z = @F2@~pz = z � ~p�Dz ;pz = @F2@z = ~pz + ~p�D0z ;~� = @F2@~p� = �Dx~px +D0x(x� ~p�Dx)�Dz ~pz +D0z(z � ~p�Dz) + �= �Dx~px +D0x~x�Dz ~pz +D0z~z + �;p� = @F2@� = ~p� ;@F2@s = ~p� �~pxD0x + xD00x � p�2 (D02x +DxD00x) + ~pzD0z + zD00z � p�2 (D02z +DxD00z )�und sich in den neuen Koordinaten ergibt:Hlin = Hlin;x +Hlin;z +Hlin;� +Hlin;VD;6Man beachte den Unterschied der Transformation zu der in [Bengtsson], S. 25 angegebenen.25



Hlin;x = p2x2 + x2�� 1�x�+ x22 (k0 + 1�0x�refx ) + C1(Dxpx �D0xx)( 1�0x 2 + 1�0z 2);Hlin;z = p2z2 + z2�� 1�z�+ z22 (�k0 + 1�0z�refz ) + C1(Dzpz �D0zz)( 1�0x 2 + 1�0z 2);Hlin;� = 12
20 p2� + p�2 (�� 1�x�Dx +�� 1�z�Dz) � p2�2 ( Dx�refx + Dz�refz )��2 k�L eV 0p0 cos(�0)� �eV 0p0 sin(�0) + �C1( 1�0x 2 + 1�0z 2);Hlin;VD = Hlin;VD(V 0(s)p0 �Dx; V 0(s)p0 �D0x; V 0(s)p0 �Dz ; V 0(s)p0 �D0z);wobei die Bewegungsgleichungen (2.7), (2.8) f�ur ~D00 eingesetzt und zur Vereinfachung die Tilden �uber denneuen Impulsen weggelassen wurden. Ferner wurde f�ur die Feldabweichungen der Dipole vom Sollfeld dieBezeichnung �� 1�x;z � = 1�0x;z � 1�refx;z eingef�uhrt.Damit ist der Kopplungsterm Hlin;Koppel aus der Hamiltonfunktion beseitigt, daf�ur taucht ein neuerKopplungstermHlin;VD auf. Im allgemeinen ist jedochDx;z ; D0x;z amOrt eines Resonators verschwindendgering, so da� das Produkt aus V 0(s)=p0 und D bzw. D0 sehr klein ist. Darum kann Hlin;VD in der Regelgegen�uber den linearen Termen der St�orungsentwicklung vernachl�assigt werden. Die Vernachl�assigungvon Hlin;VD durchbricht jedoch im strengen Sinn die St�orungsentwicklung.Bei endlicher Dispersion im Resonator ist der Anteil Hlin;VD jedoch nicht vernachl�assigbar. Er istinsbesondere mitverantwortlich f�ur die Erzeugung von Synchro-Betatron-Resonanzen.7Nach Vernachl�assigung von Hlin;VD ist die Hamiltonfunktion Hlin entkoppelt und kann f�ur die dreiPhasenraumdimensionen unabh�angig voneinander gel�ost werden. Da die Anteile Hlin;x;Hlin;z;Hlin;�wieder in der Standardform (2.9) vorliegen, ist die L�osung mit dem in Anhang A.4 angegebenen Verfahrenm�oglich. Wie im Falle der Dispersionsbahn wird jedoch zun�achst versucht, den inhomogenen Anteil derBewegungsgleichungen als periodische Bahn abzuspalten, der die mittlere Teilchenposition an einem Ortbeim mehrfachen Umlauf um den Beschleuniger wiedergibt. Diese mittlere periodische Teilchenbahn istder Closed-Orbit ~C. Der Closed-Orbit wird ermittelt, indem in Hlin die Ersetzung (x; z; �) ! ~C und(px; pz; p�)! pC durchgef�uhrt wird. Die "Bewegungsgleichungen" f�ur ~C ergeben sich aus den kanonischenGleichungen zu: C0x = pCx + C1Dx( 1�0x 2 + 1�0z 2);C0z = pCz +C1Dz( 1�0x 2 + 1�0z 2);C0� = �pC�( Dx�refx + Dz�refz ) + 12(�� 1�x�Dx +�� 1�z�Dz);p0Cx = �12�� 1�x�+C1D0x( 1�0x 2 + 1�0z 2)� Cx(k0 + 1�0x�refx );p0Cz = �12�� 1�z�+C1D0z( 1�0x 2 + 1�0z 2) �Cz(�k0 + 1�0z�refz );p0C� = �C1( 1�0x 2 + 1�0x 2) + eV 0p0 sin(�0) +C� k�L eV 0p0 cos(�0):F�ur Cx; Cz lassen sich die Bewegungsgleichungen mit dem in Anhang A.4 angegebenen Verfahren unterForderung der Periodizit�at l�osen.F�ur C� ist zun�achst der Winkel als derjenige Winkel �0 zu bestimmen, f�ur den gilt:< eV 0p0 sin(�0)� C1( 1�2x 2 + 1�0z 2) >s= 0;7Zur genaueren Analyse dieser Synchro-Betatron-Resonanzen siehe [Barber86], [Ripken], [Barber94].26



also die mittlere pro Umlauf abgestrahlte Energie gleich der im Resonator aufgenommenen ist. Ferner istzu beachten, da� die Koe�zienten von Hlin;� innerhalb eines Elementes nicht konstant sind, da sie jeweilsdie Dispersionsfunktion Dx;z enthalten. Diese l�a�t sich jedoch, wie in Anhang A.4 dargestellt, analytischintegrieren, und so l�a�t sich der dort entwickelte Formalismus zur L�osung der Hlin;� zugeordneten Be-wegungsgleichungen verwenden, wenn in der L�osung die Ersetzung � ! 1l R l0 �(l0)dl0 durchgef�uhrt wird,wobei � = fF; G; R; S; Tg jeweils ein Koe�zient der Standard{Hamiltonfunktion (2.9) ist. Ferner istzu beachten, da� C0� 6= pC;� . Der hier hinzutretende Term ist durch die Dispersionstransformation (2.10)verursacht. Er f�uhrt zu einer s�agezahnartigen Modulation des Closed-Orbit, die daher r�uhrt, da� dasTeilchen auf seinem Umlauf einen Energieverlust erleidet, der im Resonator wieder ausgeglichen wird.Der longitudinale Closed-Orbit C� setzt sich zusammen aus zwei Anteilen. Zum einen aus einem St�orungs-anteil, der durch Dipolfehler verursacht ist, zum anderen, analog zum transversalen Closed-Orbit, auseinem mit dem Umlauf periodischen s�agezahnf�ormigen Energieverlauf. Dieser ist durch einen kontinuier-lichen Energieabfall in den Dipolen und einen sprungartigen Energiegewinn im Resonator gekennzeichnet.Eine genaue Analyse der longitudinalen Bewegung �ndet sich in Anhang A.5.Mit dem Closed-Orbit ~C l�a�t sich der inhomogene Anteil der Bewegungsgleichungen durch eine Koor-dinatentransformation eliminieren. Sei ~� der Vektor der Koordinaten x; z; � und ~p� der Vektor derzugeh�origen Impulse, dann ist:8 F2 = (~� � ~C)(~~p� + ~pC);und dem daraus folgenden Transformationsgesetz:~� = ~~� + ~C;~p� = ~~p� + ~pC ;@F2@s = �~C0~p+ ~p0C~~p� :Nach dieser Transformation ergibt sich Hlin in neuen Koordinaten zu:Hlin = Hlin;x +Hlin;z +Hlin;� +Hlin;s;Hlin;x = p2x2 + x22 (k0 + 1�0x�refx );Hlin;z = p2z2 + z22 (�k0 + 1�0z�refz ); (2.10)Hlin;� = p2�2 ( 1
20 � Dx�refx + Dz�refz ) � �2 k�L eV 0p0 cos(�0);Hlin;s = Hlin;s(s):so da� in diesen Koordinaten eine quasiharmonische Schwingung um den Nullpunkt statt�ndet. Dabeiist der Anteil Hlin;s nur von der Wegl�ange s abh�angig und spielt damit f�ur die Entwicklung der Teil-chenbewegung keine Rolle. Er kann also in den weiteren Gleichungen vernachl�assigt werden.9 Die sogefundenen Koordinaten stehen zu den urspr�unglichen im Zusammenhang:~�alt = p� ~D + ~C + �neu:Optische FunktionenDie quasiharmonische Teilchenbewegung kann mit Hilfe der optischen Funktionen ��; �� beschriebenwerden, wobei � die Phasenraumdimensionen x; z; � bezeichnet. Als neue Koordinaten werden dabeiein Amplitudenfaktor J� und die Phase der quasiharmonischen Schwingung �� eingef�uhrt: (siehe z.B.[Wilson], S. 49):F1(x; �; z; �x; ��; �z) = X�=x;�;z� �22�� (tan(��) + ��);8Zu einer analogen Transformation siehe [Barber94], S. 12 f.9Der Anteil Hlin;s der Hamiltonfunktion kann durch eine kanonische Transformation mit der Funktion F2 = ~� � ~~p� �R ss0Hlin;s(s0)ds0 eliminiert werden, wobei die Koordinaten unver�andert bleiben, aber durch Addition von @F2@s der AnteilHlin;s wegf�allt. 27



p� = @F1@� = �� (tan(��) + ��);J� = �@F1@ ~� = � �22�� 1cos(��)2 ;@F1@s = �J� cos(��)2(��0 + (�+ tan(��)�0� )= �J� cos(��)2(�1 + �2� F� � �G�) + 2(�+ tan(��))�R� � �F�� :Dabei sind ��; �� mit dem Umlauf periodische Funktionen.10 Die Berechnung der optischen Funktionenkann mit Hilfe der Transportmatrizen erfolgen, wie in Anhang A.4 dargestellt. Ebenfalls wurden f�ur dieAbleitungen der optischen Funktionen �0�; �0� die in Anhang A.4 hergeleiteten Ergebnisse eingesetzt. Diesich ergebenden neuen Koordinaten ��; J� sind nicht mehr kartesisch. Sie werden als Winkel-Wirkungs-Variablen bezeichnet.Die dargestellte Transformation entspricht dem in der Beschleunigerphysik �ublichen Ansatz f�ur die qua-siharmonische Schwingung (siehe z.B.: [Courant], S. 11):�(s) =p2J�(s) cos(��):Da sich alle optischen Funktionen auf �(s) zur�uckf�uhren lassen, wird die so beschriebene quasiharmonischeSchwingung auch als Betatron-Schwingung bezeichnet.Die neue Hamiltonfunktion ist: ~Hlin = Hlin + @F1@s = X�=x;�;z F�J��� :Diese Funktion ist unabh�angig von ��, und damit ist J� eine Erhaltungsgr�o�e der Bewegung. Jedoch ist~Hlin noch von s abh�angig. Mit Hilfe der Funktion �� = R F�=��ds kann die Abh�angigkeit aufgehobenwerden, indem eine weitere Transformation mit der Erzeugenden:F2(�x; ��; �z; ~Jx; ~J�; ~Jz) = X�=x;�;z ~J� � (2�QL s � �� + ��);mit Q� = �(s0 + L) � �(s0) durchgef�uhrt wird.11 Die Funktion �� mi�t dabei den Phasenvorschub derSchwingung beim Umlauf um den Ring. Es folgt:~�� = @F2@s = 2�Q�L s� �� + ��;J� = @Fs@ ~�� = ~J�;@F2@s = 2�QL � �0 = 2�QL � F��� ;wobei der Wert f�ur �0 aus Anhang A.4 eingesetzt wurde. Es ergibt sich als neue Hamiltonfunktion:~Hlin = Hlin + @F2@s = X�=x;�;z 2�Q�L J�:Diese Hamiltonfunktion ist damit sowohl unabh�angig von den Winkelvariablen �� als auch unabh�angigvom Ort s im Beschleuniger. Die Teilchenbewegung in diesen Koordinaten ist gegeben als:@@sJ� = 0 , J� = const;@@s�� = 2�Q�L , �� = ��0 + 2�Q�L (s � s0);f�ur � = x; �; z. Die Wirkung J� bleibt also erhalten, w�ahrend sich der Winkel �� linear mit der Um-lau
�ange im Beschleuniger �andert.10Allgemein kann die L�osung einer Di�erentialgleichung 1. Ordnung mit periodischen Koe�zienten ~x0(s) =A(s)x(s); A(s) = A(s + L) dargestellt werden als P (s) exp(R � s)~x0, wobei P (s) = P (s + L) periodisch und R = const(Flouqet-Theorem).11Da �(s) = R F (s)� ds, so ist �(s0 + L) � �(s0) = R s0+L F� ds � R s0 F� ds = H F� ds unabh�angig von s0. Damit ist Qunabh�angig von der Ringposition. 28



2.2.1 Nichtlineare ResonanzenIn den vorigen Abschnitten wurde nur der lineare Anteil der Teilchenbewegung betrachtet, d.h. nurTerme der Hamiltonfunktion in erster und zweiter Ordnung der Koordinaten und Impulse.Terme h�oherer Ordnung f�uhren zu einem ge�anderten Teilchenverhalten. Dabei wird die lineare Bahn imPhasenraum deformiert. Eine qualitative �Anderung der Teilchenbahn ergibt sich jedoch nur im Falle vonResonanzen, wie zun�achst gezeigt werden soll. Daher wird im weiteren das Teilchenverhalten in der N�ahevon Resonanzen untersucht.Nichtlinearer Anteil der HamiltonfunktionDer nichtlineare Anteil der Hamiltonfunktion hat verschiedene Ursachen. Diese sind:� Nichtlineare Felder der optischen Elemente (nichtlineare Elemente und nichtlineare Fehler linearerElemente),� Geometrie des mitgef�uhrten Koordinatensystems: Faktor 1 + x�refx + z�refz ,� Taylorentwicklung der kinematischen Wurzel qpsp0 2 � p2x � p2z,� Koordinatentransformation, speziell Dispersionstransformation,wobei ein Term der Hamiltonfunktion auf unterschiedliche Ursachen zur�uckgehen kann.Die Terme sind nach ihrer St�arke im relevanten Strahlbereich zu ordnen. Die St�arke ist zum einenbestimmt durch die Ordnung des Termes, zum anderen durch die Gr�o�e des Koe�zienten des Termes.Der relevante Strahlbereich ergibt sich entweder aus Messungen oder aus Absch�atzung der sich aus demWechselspiel von Synchrotronlicht-Abstrahlung und Energiegewinn im Resonator ergebenden nat�urlichenStrahlbreite.Schon beim Aufstellen der Hamiltonfunktion m�ussen bestimmte Annahmen �uber Feldst�arken und de-ren Fehler gemacht werden. Die Auswahl der relevanten Terme der Hamiltonfunktion ist von diesenAnnahmen abh�angig. Erst im Vergleich mit experimentellen Daten kann entschieden werden, ob dieber�ucksichtigten Terme der Hamiltonfunktion ein hinreichend exaktes Bild der Teilchenbewegung liefern.Mit Feldelementen bis zur dritten Ordnung ber�ucksichtigt, ist Hnl in energienormierten Koordinaten:Hnl = m06 �(x+ p�Dx)3 � 3(x+ p�Dx)(z + p�Dz)2�| {z }nichtlin: Felder +16 eV 0p0 �2�kL �2 sin(�0) � (� + pxDx � xD0x + pzDz � zD0z)3| {z }nichtlin: Felder + (2.11)0BBB@x+ p�Dx�refx + z + p�Dz�refz| {z }Kr�ummung � p�|{z}Entw:d:Wurzel1CCCA (px + p�D0x)2 + (pz + p�D0z)22 ;wobei Separated-Function-Magnete und verschwindende Dispersion am Ort des Resonators angenommenwurden.Da bei ELSA eine Resonanzextraktion mit Sextupolen betrieben wird, sind Terme bis zur dritten Ord-nung relevant, wobei die St�arke der Feldterme �uberwiegt. Im Simulator wird daher von einem Modelldritter Ordnung ausgegangen, jedoch ist das Hinzuf�ugen von Termen h�oherer Ordnung durch den Benut-zer leicht m�oglich.Chromatizit�atHat ein Teilchen die Impulsabweichung p� 6= 0, so erf�ahrt es in den Beschleunigermagneten anderefokussierende Kr�afte als ein Teilchen mit Sollenergie p� = 0, was zu einem ge�anderten Arbeitspunkt29



f�uhrt. Diese anschauliche Erkl�arung kann im Rahmen des Hamiltonformalismus begr�undet werden (sieheauch [Barber86], S. 46).Im Beschleuniger ist in der Regel Q� � Qx; Qz, daher kann p� in guter N�aherung als �uber einen Umlaufkonstant angesehen werden. Der longitudinale Impuls p� kann damit als Parameter von Hnl aufgefa�twerden. Nach Potenzen von p� geordnet, ist Hnl:Hnl = 3Xi=0Hnl;ipi�;wobei die Hnl;i aus der Hamiltonfunktion (2.11) abgelesen werden k�onnen. Zur Berechnung der inp� linearen Arbeitspunkt�anderung, bedingt durch den Term Hnl;1, mu� die �Anderung der gemitteltenHamiltonfunktion berechnet werden. Die �Anderung ist:< �H >1= p� < Hnl;1 >= p�L(4�)2 I d�xd�zHnl;1(Jx; Jz; �x; �z);wobei Hnl;1 zur Mittelung in Winkel-Wirkungs-Variablen ausgedr�uckt werden mu�. Die Integrationergibt: < �H >1 = p�2L I Jx��
x � 2�xD0x�refx + 
x� Dx�refx + Dz�refz �+m0Dx�x�+Jz ��
z � 2�zD0z�refz + 
z � Dx�refx + Dz�refz ��m0Dx�z�ds:Bei diesem Integral ist die Wirkung der Randfelder der Dipolmagnete zu ber�ucksichtigen, die zu Beginnund Ende jedes Dipols einen Termmit k0 = � tan(�)=�0 ��(s�s0) beitragen, wobei � der Kantenwinkel unds0 die Ein- bzw. Austrittsposition des Strahls ist. Der KopplungstermHnl(Jx �Jz) f�allt bei der Integrationweg.12 Die Arbeitspunkt�anderung in x; z ergibt sich dann, mit H 
x;z ds = H �x;z ��k + 1�refx;z �0x;z� ds(siehe Gleichung (A.4) in Anhang A.4 mit F = 1; G aus Gleichung (2.10)):�Qx;z = L2� @ < �H >1@Jx;z ;�Qx = p�4� I "��x  k + 1�refx �0x!� 2�xD0x�refx + 
x � Dx�refx + Dz�refz �+m0Dx�x# ds;�Qz = p�4� I "��z  �k + 1�refz �0z!� 2�zD0z�refz + 
z � Dx�refx + Dz�refz ��m0Dx�z# ds;was die bekannten Ausdr�ucke f�ur die Chromatizit�at wiedergibt. Die Erweiterungen spielen speziell f�urkleine Beschleuniger eine Rolle. Dieses Verfahren kann durch analoge Behandlung von Hnl;2;Hnl;3 zurBerechnung der chromatischen Arbeitspunkt�anderung mit p� in h�oherer Ordnung verwendet werden.Durch die chromatizit�atsbedingte Arbeitspunkt�anderung �andert sich das Resonanzverhalten. Im folgen-den sei jedoch zun�achst p� = 0 angenommen. Das Verhalten eines Teilchens in der N�ahe einer Resonanzwird untersucht. Erst danach wird betrachtet, wie ein endliches p� das Resonanzverhalten beein
u�t.Nichtresonanter FallIst der nichtlineare Anteil festgelegt, kann die Hamiltonfunktion in Winkel-Wirkungs-Variablen aus-gedr�uckt werden. Da sie periodisch mit dem Umlauf ist, ist eine Fourierentwicklung m�oglich:H =< H( ~J) > + X~n6=(0;:::;0)H~n( ~J) exp(i~n � ~�);12F�ur Combined-Function-Magnete mu� der Term < �H >1;cf = Jx�xk� �3Dx=�refx +Dz=�refz �� Jzk�z��Dx=�refx + 3Dz=�refz � zu < �H >1 hinzuaddiert werden. 30



wobei ein ~� = (�x; ��; �z; s) bezeichnet, und nx; n�; nz; ns ganze Zahlen sind. Hierbei wird also einerweiterter Phasenraum verwendet, in dem die Koordinate �s = s ist, jedoch der zugeordnete Impuls Jsnicht explizit auftaucht.Um die ~�-Abh�angigkeit von H zu eliminieren, so da� die Wirkungen wiederum erhalten sind, mu� einekanonische Transformation durchgef�uhrt werden. Mit:F2(~�; ~~J) = ~� � ~~J + S(~�; ~~J)= ~� � ~~J + X~n6=(0;:::;0)S~n(~~J) exp(i~n � ~�);~J = @F2@~� = ~~J + @S(~�; ~~J)@~�= ~~J + i X~n6=(0;:::;0)~nS~n(~~J) exp(i~n � ~�);~~� = @F2@~~J = ~�+ @S(~�; ~~J)@~~J ;soll versucht werden, die Abh�angigkeit von H in linearer Ordnung aufzuheben. Dabei sind H~n; S;@S@~~J ; @S@~� � 1, so da� Terme, in denen ein Produkt dieser Gr�o�en vorkommt, vernachl�assigt werden k�onnen.Es soll in den neuen Koordinaten @~~J@s = 0 sein. Dazu mu� gelten:�@~~J@s = @ ~H@~~� = @@~~� < H( ~J(~~J; ~~�)) > + X~n6=(0;:::;0)H~n( ~J(~~J; ~~�)) exp(i~n~�)= @@~~� 0@< H(~~J + @S@~� ) > + X~n6=(0;:::;0)H~n(~~J + @S@~� ) exp(i~n~�)1A' @@� 0@< H(~~J) > +@ < H(~~J) >@~~J @S@~� + X~n6=(0;:::;0)H~n(~~J ) exp(i~n~�)1A= X~n6=(0;:::;0) i~n�i~!(~~J ) � ~nS~n exp(i~n~�) +H~n(~~J) exp(i~n~�)� ;wobei ~!(~~J) = @<H(~~J)>@~~J die lineare Frequenz ist und:~!(0) =  2� ~QL1 ! :Durch Vergleich der zu einer Fourierkomponente geh�origen Koe�zienten ergibt sich, da� diese verschwin-den, falls: S~n = iH~n~!~nf�ur n 6= (0; : : : ; 0). Diese, hier in linearer Ordnung dargestellte Transformation von H in Normalformkann zu h�oherer Ordnung durch Iteration weitergef�uhrt werden (siehe z.B.: [Warnock87]).ResonanzenEs lassen sich nun zwei F�alle unterscheiden. F�ur ~! �~n ' 1 ist S~n ' H~n� 1. Damit ist die lineare Entwick-lung gerechtfertigt, und die neuen Koordinaten ~~J; ~~� weichen nur geringf�ugig von den alten Koordinatenab. Es handelt sich also hier um eine leichte Deformation der linearen Trajektorie.F�ur ~! � ~n � 1 ist jedoch S~n � H~n. Damit gelten die bei der Herleitung von S gemachten Annahmennicht mehr, eine in dieser Weise erzeugte St�orentwicklung von S konvergiert nicht.31



Dabei handelt es sich aber nicht um ein rein mathematisches Problem, sondern zu Grunde liegt einestarke �Anderung der Phasenraumtrajektorie im Bereich ~! � ~n � 1, die zu einem qualitativ ge�andertenBild der Teilchenbewegung f�uhrt (siehe z.B.: [Licht] S. 77).Ist in einem Phasenraumbereich ~! � ~n = 0 erf�ullt, so ist dort das Teilchenverhalten alleine durch H~nbestimmt. In der Umgebung �uberwiegt der Ein
u� dieser Fourierkomponente den der anderen Kompo-nenten. Die Bedingung: ~! � ~n = 0; ~n 6= (0; : : : ; 0); (2:12)die ein ganzzahliges Verh�altnis der Umlau�requenzen der einzelnen Phasenraumdimensionen fordert, wirdResonanzbedingung genannt.Da allein eine Resonanz im obigen Sinne die Phasenraumtrajektorie qualitativ �andert, wird im Simulatorspeziell das Verhalten der Teilchen bei Anwesenheit einer Resonanz untersucht, w�ahrend ansonsten daslineare Teilchenverhalten als in guter N�aherung g�ultig angesehen wird.13In der N�ahe der Resonanz mu� also nur die resonante Komponente der Hamiltonfunktion ber�ucksichtigtwerden. Die Resonanzbedingung ist jeweils f�ur �~n erf�ullt, weswegen beide Komponenten ber�ucksichtigtwerden m�ussen. Da H jedoch reellwertig ist, gilt H~n = H��~n. Damit ist die UmformungH ' < H > ( ~J) +H~n exp(i~n~�) +H�~n exp(�i~n~�)= < H > ( ~J) + h~n cos(~n � ~�+  0);mit h~n = jH~nj und  0 = arctan�=(H~n)<(H~n)�, m�oglich.Durch die Resonanz wird eine bestimmte Richtung im Phasenraum ausgezeichnet. Ein Teilchen, das dieBedingung: 0 = ~n � ~! = ~n � @ < H >@ ~Jexakt erf�ullt, beh�alt im Mittel seinen Winkel in ~n-Richtung bei, eine mittlere Winkel�anderung geschiehtnur in der Richtung senkrecht zu n.Um die Resonanzeigenschaft in der Umgebung der Resonanz hervorzuheben, wird eine Koordinatentrans-formation durchgef�uhrt, die die Richtung ~n als Koordinatenachse einf�uhrt und damit die Abweichung derTeilchenbewegung von der eines die Resonanzbedingung genau erf�ullenden Teilchens wiedergibt. DieseKoordinate wird Resonanzkoordinate genannt. F�ur die Transformation mu� zun�achst eine Koordinatenres ausgew�ahlt werden, die nach der Transformation zur Resonanzkoordinate werden soll. �Ublicher-weise wird diejenige Koordinate aus nx; n�; nz, f�ur die min(jnxj; jn�j; jnzj; 1) minimal und positiv istausgew�ahlt.14Diese Transformation geschieht mit der Funktion:F2 = X� 6=res�� ~J� + ~n � ~� ~Jres; (2.13)~~� = @F2@~~J = � ~n~� f�ur � = res;�� sonst;~J = @F2@~� = � nres ~Jres f�ur � = res;~J� + n� ~Jres sonst;und es ergibt sich als transformierte Hamiltonfunktion:H = < H > ( ~J1 + n1 ~Jres; : : : ; nres ~Jres; : : : ; ~Js + ns ~Jres) + h~n cos(nres�res +  0)' X� 6=res!� ~J�| {z }nichtresonant+~n � ~! ~Jres + h~n cos(nres�res +  0)| {z }resonant :13Es ist m�oglich, vor Untersuchung der Resonanz die nichtresonanten Komponenten von H~n in linearer oder h�ohererOrdnung zu eliminieren. Da der Ein
u� dieser Komponenten auf die Teilchenbewegung in der Praxis gering ist, wird diesvom Simulator zur Zeit nicht getan. Ein Hinzuf�ugen einer Transformation zur Elimination nichtresonanter Komponentenist jedoch einfach m�oglich.14Die Wahl der Resonanzkoordinate ist, bis auf die Einschr�ankung, da� nres 6= 0 sein mu�, willk�urlich. Die angege-bene Wahl soll jedoch das neue Koordinatensystem m�oglichst eng am alten orientieren, so da� die Anschaulichkeit derKoordinatenachsen weitgehend erhalten bleibt. 32



In der N�ahe der Resonanz spaltet die Hamiltonfunktion in den neuen Koordinaten in einen nichtre-sonanten Anteil Hnres und einen resonanten Anteil Hres auf. Der Anteil Hnres enth�alt dabei keineWinkelvariablen, w�ahrend Hres nur von der Winkelvariablen �res abh�angt. Damit ist:J� = J�0�� = s!� � ��0 � f�ur � 6= res;da in der N�ahe der Resonanz ~!�~n� 1. F�ur alle Koordinaten au�er der Resonanzkoordinate sind damit dieBewegungsgleichungen gel�ost, zu betrachten bleibt nur noch der Anteil Hres. In Hres k�onnen die J� 6=resals konstante Parameter angesehen werden, im folgenden wird die Abh�angigkeit von diesen Parameternnicht ausgeschrieben, es wird die Bezeichnung J = Jres; � = �res verwendet.Modell-Hamiltonfunktion im FixpunktbereichIn der N�ahe der Resonanz kann Hres in J entwickelt werden:Hres = ~n � ~!J + h~n cos(�+  0)= 2Xi=0(Gi + Fi cos(�+  0))J i= 2Xi=0(Gi + Fi cos(~�))J i; (2.14)wobei ~� = �+ 0 ist. Die Funktion (2.14) ist dabei als Modell15 f�ur Hres zu betrachten. Die Koe�zientenGi; Fi werden durch einen Fit des Modells an Hres im Bereich der Resonanz gewonnen (siehe AnhangA.6). Hierbei kann o.B.d.A. G0 = 0 gesetzt werden, da ein konstanter Anteil der Hamiltonfunktionkeinen Ein
u� auf die Teilchenbewegung hat. Ferner ist, falls J = 0 im Bereich des Fits liegt, F0 = 0, daansonsten f�ur ein Teilchen mit J = 0 nicht f�ur alle � eine Bahn de�niert w�are.Die Resonanz ist nun gekennzeichnet durch das Auftreten von Fixpunkten, f�ur die die Ableitung derHamiltonfunktion nach den Koordinaten verschwindet:0 = @J@s = �@H@� = �PFiJ i sin(�) , � = 0; �;0 = @�@s = �@H@J =P i(Gi � Fi)J i�1 , J = � G1 � F12(G2 � F2) ;wobei die Tilde �uber der Winkelkoordinate unterdr�uckt wurde. Die Hamiltonfunktion Hres kann durchihre Form bei � = 0; � = � gekennzeichnet werden. Dabei mu� zumindest ein Fixpunkt f�ur J > 0auftreten. Auftretende Fixpunkte k�onnen dabei stabil und instabil sein. Ein stabiler oder parabolischerFixpunkt liegt vor, wenn ein Teilchen bei kleinen Abweichungen vom Fixpunkt eine kreisartige Bewegungum diesen Fixpunkt ausf�uhrt; ein instabiler oder hyperbolischer Fixpunkt liegt vor, falls ein Teilchen sichbei kleinen Abweichungen vom Fixpunkt von diesem wegbewegt. An der Hamiltonfunktion l�a�t sich dieArt des Fixpunkts ablesen: @2H@J2 > 0 und @2H@�2 > 0 ) Jfix stabil,sonst ) Jfix instabil.Obwohl J nur f�ur positive Werte eine physikalische Bedeutung hat, kann in der Modell-Hamiltonfunktion(2.14) H auch f�ur negative J berechnet werden. Dabei garantiert die quadratische Form der Modell-Hamiltonfunktion, da� immer jeweils ein Extremum f�ur H(� = 0) und H(� = �) vorliegt, wobei einesdieser Extrema f�ur ein negatives J auftreten kann. Ein solcher Fixpunkt sei im folgenden hypothetischerFixpunkt im Gegensatz zum physikalischen genannt.In Abbildung 2.3 sind die durch die Modell-Hamiltonfunktion erfa�baren Resonanzen charakterisiert.Links sind die Kurven von Hres f�ur die Winkel � = 0; � dargestellt. Da sich das Teilchen im Winkelvon � = 0! � ! 2�=̂0 bewegt, kann es sich in dieser Darstellung nur im Bereich zwischen den Kurven15Die Funktion (2.14) ist eine Verallgemeinerung der in [Licht], S. 104 angegebenen Funktion, mit der die verschiede-nen im Beschleuniger auftretenden Resonanztypen beschrieben werden k�onnen. Da i.a. ~! = ~!(J), mu� in der Modell-Hamiltonfunktion auch G2 6= 0 ber�ucksichtigt werden. 33
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④ Abbildung 2.3: Charakterisierung von Hresaufhalten. Rechts sind die entsprechenden Phasenraum�guren in Winkel-Wirkungs-Variablen dargestellt.Hierbei treten die Resonanzen vom Typ 1 (z.B. Sextupolresonanz) und Typ 2 (z.B. Oktupolresonanz) imBeschleuniger auf, Typ 3 und 4 sind als Exoten anzusehen.In der Modell-Hamiltonfunktion (2.14) tritt zumindest ein stabiler Fixpunkt auf, der hypothetisch oderphysikalisch sein kann. Zudem ist bei im Beschleuniger relevanten Resonanzen zumindest ein instabilerphysikalischer Fixpunkt vorhanden.Sei nun Jst; �st der stabile Fixpunkt der Modell-Hamiltonfunktion. Dann kann H in �J = J � Jstund �� = � � �st umgeschrieben werden. Der genaue Ablauf dieser Umformung sowie alle weiterenBerechnungen dieses Abschnitts sind ausf�uhrlich dargestellt in Anhang A.6. Zur Durchf�uhrung der hierangestrebten Transformation von Hres in eine winkelunabh�angige Form sind komplexe mathematischeOperationen notwendig. Hier jedoch geht es nur um die Darstellung der Vorgehensweise und des physi-kalischen Gehalts der Berechnungen.Im folgenden sollen wieder J und � f�ur Wirkung und Winkel verwendet werden, wobei aber immer derAbstand zum stabilen Fixpunkt gemeint ist. 34



Kanonische Transformation zur Elimination der Winkelabh�angigkeitGesucht ist nun eine Transformation, die die Hamiltonfunktion ~H inWinkel-Wirkungs-Variablen �uberf�uhrt,so da�: ~J = 12� I Jd�; (2.15)~� = 2�d R �0 Jd�0d H Jd�0 :Die neue Wirkung ~J ist also proportional der von der Teilchenbahn eingeschlossenen Fl�ache. Der neueWinkel ~� ist proportional zu einem Fl�achenelement, das von den Bahnen zweier Teilchen mit ~J; ~J+� sowieden Radiuslinien f�ur � = 0 und � begrenzt wird. Die Transformation ist in Abbildung 2.4 veranschaulicht.
ϕ

Teilchenbahn J

Teilchenbahn J+δ

Abbildung 2.4: Transformation in Winkel-Wirkungs-VariablenDiese Transformation ist 
�achenerhaltend und damit kanonisch (siehe z.B.: [Bell], S. 31), die neue Wir-kung ~J ist auf Grund des Liouville-Theorems eine Erhaltungsgr�o�e der Bewegung.Bei der Berechnung der Transformation ist es hilfreich, da� die Hamiltonfunktion H auch eine Erhal-tungsgr�o�e der Bewegung ist.Sei � = H. Dann kann ~� berechnet werden als:~� = 2�@ �R �0 J(�0)d�0�@ �H J(�0)d�0� = 2��@ R �0 Jd�0@� ��@ H Jd�0@� � = 2�R �0 @J@�d�0H @J@�d�0 :Sei I(�; �) = R �0 @J(�0)@� d�0, so ergibt sich:~J = 12� Z �0 I(�0; 2�)d�0;~� = 2� I(�; �)I(�; 2�) :Zu berechnen ist also I(�; �). Die geometrische Interpretation von I(�; �) ist Abbildung 2.4 zu entneh-men. Wie in Anhang A.6 hergeleitet, kann I(�; �) ausgedr�uckt werden als:I(�; �) = Z �0 @J(�0)@� d�0= 1p�g2B2 Z tan(�2 )0 dt(t2 � t1)(t2 � t2) :35



Hierbei sind die Parameter t1;2 = t1;2(Fi; Gi; �) sowieB1;2 = B1;2(Fi; Gi; �) nur von Konstanten bez�uglichder Integration abh�angig. Die Integration kann mit Hilfe der elliptischen Jacobi-Funktionen durchgef�uhrtwerden. Je nach Vorzeichen von t1;2 mu� jedoch eine Fallunterscheidung getro�en werden.Zwei negative NullstellenF�ur den Fall t1;2 < 0 seien t1;2 umbenannt in t>; t< mit jt>j > jt<j. Dann ist mit m = t>�t<t> :~� = 2� I(�)I(2�) = 2�4K(m) sc�10@ tan��2�p�t< jm1A ; (2:16)wobei sc(ujm) eine elliptische Jacobi{Funktion ist und K(m) die Viertelperiode der Funktion, entspre-chend �=2 f�ur die sin-Funktion, darstellt (siehe [Abram] S. 570-574,596).16Durch Umkehrung erh�alt man: � = 2arctan�p�t<sc� 2�K(m)~�jm�� : (2:17)Die Berechnung ergibt: ~J = 12� Z �0 I(�0; 2�)d�0 = 12� Z 4K(m(�0))p��0g2B2t>(�0)d�0:Die Integration erfolgt numerisch (siehe Anhang A.6). Die elliptische Jacobi-Funktion sc ist zusammenmit der Funktion �(~�) in Abbildung 2.5 dargestellt. Das Bild der Funktion sc ist analog zum Bild tan-Funktion. F�ur m = 1 besteht ein linearer Zusammenhang zwischen dem alten und dem neuen Winkel.F�ur m < 1 wird die Funktion deformiert, wobei sich insbesondere in den Randbereichen der alte Winkel �langsamer �andert als in der Mitte. Dies entspricht dem verlangsamten Phasenvorschub eines Teilchens inder N�ahe der Fixpunkte. Der alte Winkel �uberstreicht dabei den vollen Winkelbereich [0 : : :2�]. Damitumlaufen die Teilchen vollst�andig den Koordinatenursprung. Es ergeben sich kontinuierlich fortlaufendeTeilchentrajektorien, die lediglich deformierte Trajektorien der linearen Bewegung darstellen. Damitentspricht die Bewegung derjenigen au�erhalb der Resonanz. In Abbildung 2.6 sind die verschiedenenResonanzbereiche dargestellt. Die Bewegung au�erhalb der Resonanz entspricht dabei dem Bereich Ia.Die alte Wirkung J kann dabei jedoch Polstellen haben. Dies f�uhrt zu auslaufenden Separatrix�asten imPhasenraumbild, wie es in Bereich Ib in Abbildung 2.6 veranschaulicht ist.
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stellung der HF, vorliegen (siehe S. 23) oder eine Energieschwingung, wobei jedes Teilchen eine bestimmtelongitudinale Emittanz J� hat.Konstante EnergieabweichungEine konstante Energieabweichung der Teilchen f�uhrt �uber die Chromatizit�at zu einer �Anderung desArbeitspunkts und damit des linearen Anteils der Hamiltonfunktion. Dies spiegelt sich auch in derge�tteten Modell-Hamiltonfunktion (2.14) wider. Der konstante lineare Anteil dieser Funktion wirddurch G1 beschrieben. Eine konstante Energieabweichung �pp0 �andert G1:G1 ! G1 + 2�L Cres�pp0nres ;wobei Cres = nxCx + nzCz die Chromatizit�at der Resonanzkoordinate ist. Die weitere Resonanzanalysebleibt unber�uhrt. In der Praxis kann bei konstantem �pp0 auch ein neuer Fit der Modell-Hamiltonfunktiondurchgef�uhrt werden. Dies wird beim Simulator gemacht und erweist sich in Tests als numerisch weitge-hend �aquivalent zu einer direkten �Anderung von G1.EnergieschwingungEin Teilchen mit Energieabweichung erf�ahrt eine Arbeitspunkt�anderung. Wie oben beschrieben, f�uhrtdies zu einer �Anderung des linearen Termes der Modell-Hamiltonfunktion. Unter Ber�ucksichtigung allerPhasenraumkoordinaten lautet die Hamiltonfunktion nun in der N�ahe der Resonanz:H =< H > ( ~J) + 2�L (CxJx + CzJz)p� + h~n cos(~n~�+  0):Hierbei durchbricht der Term in p� = p�(J� ; ��) die Form der Einzelresonanz. Der Term kann abereliminiert werden, falls die longitudinale Schwingung des Teilchens im linearen Bereich bleibt, wo inguter N�aherung @�@s ' p� gilt. Dies geschieht durch die kanonische Transformation:17F2( ~Jx; ~Jz; �x; �z) = ~Jx(�x � 2�L Cx�) + ~Jz(�z � 2�L Cz�);Jx = ~Jx;Jz = ~Jz;~�x = �x � 2�L Cx�;~�z = �z � 2�L Cz�;@F2@s = �2�L (Cx ~Jx +Cz ~Jz)@�@s ' 2�L (Cx ~Jx +Cz ~Jz)p� ;so da� die Hamiltonfunktion in neuen Koordinaten lautet:H =< H > ( ~J) + h~n cos�~n~�� �2�L Cres +  0� :Wie in Anhang A.5 dargestellt, ist die lineare Synchrotronschwingung gegeben durch:� =p2J��� cos��:Mit � = p2J��� 2�L Cres ist damit:H =< H > ( ~J) + h~n cos �~n~�� � cos(��) +  0� :Der cos(: : :cos())-Term von H kann nach Bessel-Funktionen Jm der Ordnung m entwickelt werden (siehez.B. [Laclare], S. 266):H =< H > ( ~J) + h~n 1Xm=�1Jm(�) cos �~n~�+m�s +  0 �m�2� :17Bei diesem Vorgehen wird die R�uckwirkung der Transformation auf die longitudinalen Koordinaten vernachl�assigt, wasin der hier betrachteten linearen N�aherung der Synchrotronschwingung gestattet ist.39



Durch die Energieschwingung wird damit aus einer Fourierkomponente der Hamiltonfunktion ein ganzesBand von Fourierkomponenten. F�ur jede Komponente des Bandes kann die Resonanzbedingung erf�ulltsein mit: ~!~n+ !�m = 0:In diesem Fall bestimmt die Fourierkomponente (~n; m) der Hamiltonfunktion das Verhalten der Teilchen,andere Fourierkomponenten k�onnen vernachl�assigt werden. Ist also z.B. f�ur eine Kombination von Qx; Qzdie Resonanzbedingung erf�ullt, so �nden sich im Arbeitspunktdiagramm im Abstand von Vielfachen vonQ�nx;z weitere Resonanzen. Diese Situation ist in Abbildung 2.8 demonstriert. Die neuen Resonanzenwerden im weiteren als Synchrotronsatelliten bezeichnet.
Abbildung 2.8: Synchrotronsatelliten einer QxQz-ResonanzDie St�arke der Resonanz skaliert nun mit J� und damitmit der Amplitude der longitudinalen Schwingung,da der Koe�zient der resonanten Fourierkomponente gegeben ist als:h~n � Jm(�) = h~n � Jm(p2J��� 2�L Cres):Zwischen reinen transversalen Resonanzen und deren Synchrotronseitenb�andern besteht damit ein wesent-licher Unterschied. W�ahrend die Lage der Fixpunkte bei reinen transversalen Resonanzen allenfalls von�pp , also einer zeitlich konstanten Energieverschiebung zur Sollenergie abh�angt, so ist die Fixpunktlagebei den Synchrotronseitenb�andern stark von der Amplitude der longitudinalen Schwingung abh�angig.Abbildung 2.9 zeigt Besselfunktionen der Ordnungen 0 bis 2. F�ur die reine transversale Resonanz ist damitder nichtlineare Anteil der Hamiltonfunktion am gr�o�ten f�ur Teilchen mit EnergieschwingungsamplitudeJ� = 0. F�ur den Synchrotronsatelliten der Ordnung m 6= 0 ist jedoch der nichtlineare Anteil bei J� = 0unsichtbar und wird f�ur dasjenige J�;max am gr�o�ten, bei dem die Besselfunktion Jm(�(J�)) ihr Maximumhat.Diese Abh�angigkeit der Resonanzst�arke bei Synchrotronsatelliten von transversalen Resonanzen mu�ber�ucksichtigt werden. ImSimulator kann dies geschehen, indem die Terme Fi der Modell-Hamiltonfunktionentsprechend skaliert werden. Der Fit der Modell-Hamiltonfunktion wird bei einem longitudinalen Im-puls J�;0 durchgef�uhrt und ergibt die Koe�zienten Fi(J�;0). F�ur andere longitudinale Impulse ergibt sichnun: Fi(J�) = Fi(J� ; 0) � Jm(�(J�))Jm(�(J�;0)) :Auf Grund des geringen Wertes von Q� liegen dabei die einzelnen Synchrotronsatelliten einer transver-salen Resonanz dicht benachbart im Frequenzraum. Daher ist hier die Gefahr des Resonanz�uberlappsgegeben (siehe Abbildung 1.4). Eine hinreichende Bedingung f�ur den �Uberlapp der Resonanzen ist, da�der vom Mittelpunkt der Resonanz bis zum Erreichen der Separatrix zur�uckgelegte Arbeitspunkthubgr�o�er ist als der Abstand zwischen zwei Synchrotronsatelliten:�Q � Q�nres ;40
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wobei angenommen wird, da� der Term: �2 � cos(2~n~�) klein ist und �uber lange Zeit nicht zur Bewegungbeitr�agt.18 Die neuen Wirkungen ~~J sind damit n�aherungsweise Erhaltungsgr�o�en der Bewegung. DieTransformation entspricht der hier f�ur den nichtlinearen nichtresonanten Fall angegebenen (siehe S. 30).Eine Berechnung der alten Winkel ~� ist jedoch mit diesem Verfahren nicht analytisch m�oglich, sondernmu� f�ur jeden Winkel durch Iteration neu erfolgen. Da sich bei der zeitlichen Entwicklung der Teil-chenkoordinate der Winkel st�andig �andert, mu� dabei jedesmal eine Neuberechnung erfolgen, w�ahrendbei dem hier vorgestellten Verfahren der alte Winkel sofort analytisch berechnet werden kann. Fernerk�onnen Informationen �uber im Spektrum des Teilchensignals auftretende Frequenzen nicht unmittel-bar erhalten werden. Eine schnell berechenbare erste N�aherung kann jedoch gefunden werden durchsin(~n � ~�) ' sin(~n � ~~�). Aus dieser N�aherung k�onnen auch Aussagen �uber die bei Resonanz auftretendenFrequenzen im Spektrum gewonnen werden.F�ur die Hamiltonfunktion ist eine spezielle Form angenommen worden. Sie gilt nur, falls die Resonanzvon genau einer magnetischen Multipolkomponente bestimmt ist. Ferner gilt die N�aherung f�ur die Erhal-tungsgr�o�en der Bewegung nur f�ur kleine ~~J . Insbesondere ein auslaufender Separatrixast kann mit demangegebenen Ansatz nicht beschrieben werden.Daher wurde dieser Ansatz in der vorliegenden Arbeit nicht verfolgt.2.3 VielteilchenverhaltenAuf der Grundlage der Beschreibung des Einteilchenverhaltens durch Hext k�onnen nun E�ekte, die Teil-chenverteilungen betre�en, betrachtet werden. Diese Vielteilchene�ekte k�onnen ihrem Ursprung nachwieder den verschiedenen Anteilen des Operators A der kinetischen Gleichung (1.1) zugeordnet werden.Auch der Anteil Aham der kinetischen Gleichung verursacht E�ekte, die nur f�ur Teilchenverteilungensichtbar sind. Die Abh�angigkeit der Schwingungsfrequenz von den Anfangsbedingungen im Einteilchen-bild f�uhrt zur Filamentation, die f�ur den Beobachter wie ein Abklingen der Schwingungsamplitude wirkt.Die �Uberlagerung nichtlinearer Resonanzen f�uhrt zur Ausbildung von Phasenraumbereichen, in denensich Teilchen di�usionsartig ausbreiten k�onnen. Wechselwirkungen des vom Strahl erzeugten elektroma-gnetischen Feldes mit dem Strahl selbst k�onnen die Stabilit�at der Teilchenbewegung beein
ussen.Mit Hilfe von Astoch kann das Verhalten von Teilchenverteilungen in Anwesenheit von Rauschquellenbeschrieben werden. Neben extern appliziertem Rauschen, wie Rauschen der HF oder eines Kickers zurultralangsamen Extraktion, spielt hier vor allem das durch den quantenhaften Charakter der Abstrahlungvon Synchrotronlicht erzeugte Rauschen eine Rolle.Im Rahmen der vorliegenden Arbeit konnten nicht alle der genannten Vielteilchene�ekte ber�ucksichtigtwerden. Jedoch wurde durch den Ansatz, Teilchenverteilungen anstelle von Einzelteilchen zu betrachten,die Grundlage zur Erweiterbarkeit des Simulators zur Ber�ucksichtigung jedes der genannten E�ekte ge-scha�en. Im folgenden soll ein �Uberblick �uber den Status der Implementation von Vielteilchene�ektengegeben werden. Dabei wurde wiederum ein analytisches Vorgehen angestrebt. Statt einer Verfolgungder Teilchenverteilung durch iterative L�osung der kinetischen Gleichung (1.1) ("Tracking") wurde eineanalytische L�osung der Bewegungsgleichung gesucht und entsprechend implementiert.2.3.1 FilamentationDie Filamentation ist abh�angig von der Frequenzbreite einer Teilchenverteilung im Phasenraum. Sie�au�ert sich in einer scheinbaren Verbreiterung der Teilchenverteilung und einem damit verbundenen Ab-klingen des koh�arenten Anteils der Schwingung der Teilchenverteilung (siehe Abbildung 1.2). In Winkel-Wirkungs-Variablen spielt f�ur eine koh�arente Schwingung nur der Winkelanteil der Teilchenverteilungeine Rolle. Die Koh�arenz der Schwingung kann �uber die mittlere quadratische Abweichung < (���)2 >der Teilchenverteilung abgesch�atzt werden, wobei< (���)2 >=< (��� < �� >)2 >18Zu beachten ist, da� in der neuen Hamilton{Funktion der Term cos(2~n~�) in den alten Winkeln geschrieben ist. Da ervernachl�assigt wird, braucht die Substitution nicht stattzu�nden.42



ist, � = x; z; � die Phasenraumdimension kennzeichnet und die Klammern < : : : > die Mittelung �uberalle Teilchen bedeuten. F�ur < (���)2 >= �2 liegt eine Gleichverteilung der Winkel vor, und es kann keinekoh�arente Schwingung beobachtet werden. F�ur < (���)2 > < �2 besteht eine koh�arente Schwingung.Lineare MaschineIm linearen Fall sind die Schwingungsfrequenzen aller Teilchen im Phasenraum unabh�angig von denWirkungen J�. Sei daher im folgenden eine Teilchenverteilung mit festem ~J angenommen. Hier erf�ahrtdie transversale Phasenraumbreite allenfalls eine durch die Chromatizit�at bedingte Modulation. Sei imintegralen Modell der longitudinalen Schwingung (siehe Anhang A.5) p� =q2J��� sin(2�L Q�(s�s0)+��0).Dann kann in: �� = 2�L Z (Q� +�Q�) ds+ ��0;mit � = x; z, die �Anderung des Arbeitspunkts ausgedr�uckt werden durch: �Q� = �C�q2J��� sin(2�L Q�(s�s0) + ��0). F�ur den Mittelwert und die Standardabweichung des Winkelanteils einer Teilchenverteilungergibt sich dann:< �� > = < 2�L Z ss0 (Q� +�Q�) ds+ ��0 >�= 2�L �Q�(s � s0)+ < Z �Q�ds >��+ < ��0 >�= 2�L Q�(s � s0) + C�p̂�L2�Q� < cos�2�L Q�(s � s0) + ��0� >� + < ��0 >�;< (���)2 > = < �2� > � < �� >2= �C�p̂�L2�Q� �2 < cos�2�L Q�(s � s0) + ��0�2 >� � < cos�2�L Q�(s � s0) + ��0� >2�!+ < �2�0 >� � < ��0 >2�;wobei p̂� = q2J��� die maximale relative Energieabweichung ist. Im Falle einer Gleichverteilung derlongitudinalen Winkel vereinfacht sich das Ergebnis zu:< (���)2 >= �C�p̂�L2�Q� �2 �+ < ��2�0 >� :Bei der rein linearen Maschine erf�ahrt also die transversale Phasenraumverteilung eine mit der Syn-chrotronfrequenz modulierte Zu{ und Abnahme der Phasenbreite. Dies f�uhrt zu einer Modulation dertransversalen Momente der Verteilung. Die St�arke der Modulation h�angt von der Energiebreite derTeilchenverteilung und der Verteilung der longitudinalen Winkel ab. Bei longitudinaler Gleichverteilungerf�ahrt die transversale Verteilung lediglich eine konstante Verbreiterung. Diese Verbreiterung stellt auchim Falle der longitudinalen Ungleichverteilung die Maximalamplitude der Modulation dar. Als Grenz-wert, bei dem die Momente der Verteilungsfunktion vollst�andig verschwinden, also < (���)2 >= �2 wird,kann p̂grenze� = p�2�Q�LC�angegeben werden. F�ur ELSA ist pgrenze� ' 0:001 f�ur nat�urliche Chromatizit�at und Betrieb mit PETRA-Resonatoren.Nichtlineare MaschineMit Hilfe der in Abschnitt 2.2.1 dargestellten Verfahren kann f�ur nichtlineare Resonanzen die Schwin-gungsfrequenz eines Teilchens f�ur jede Phasenraumposition ermittelt werden. Als Filamentationszeitkann in diesem Fall diejenige Zeit angegeben werden, nach der eine �-f�ormige Winkelverteilung sich zueiner ausgeglichenen Winkelverteilung mit < (���)2 >= �2 entwickelt hat. Die Schwingungsfrequenz43



der Teilchen �andert sich nur mit der Wirkungsvariablen J . Daher ist, ausgehend von der �-f�ormigenWinkelverteilung mit �(0) = �0 durch Mittelung �uber die Wirkungen:< �� > = 1N Z dJ�(J)Q(J) � 2�L (s � s0) + �0= 2�LN (s� s0) Z dJ�(J)Q(J) + �0= 2�L (s � s0) < Q >J +�0; und:< (���)2 > (t) = < �2� >J � < �� >2J= �2�L (s � s0)�2 �< Q2 >J � < Q >2J � ;und es folgt f�ur die Filamentationszeit tfil:tfil = L2�0p< (�Q)2 >J :Die Filamentationszeit h�angt damit wie erwartet von der Arbeitspunktbreite der Verteilung ab und wirdmit steigender Breite kleiner. Die Filamentationszeit einer de�nierten Teilchenverteilungsfunktion wirdvom Simulator berechnet. Bei Resonanzen mit instabilen Bereichen mu� die Mittelwertbildung hierbeijeweils nur �uber den stabilen Phasenraumbereich durchgef�uhrt werden, da instabile Teilchen nicht zumErwartungswert der koh�arenten Schwingung beitragen.2.3.2 Strahlungsd�ampfungLineare MaschineDer Anteil der Strahlungsd�ampfung an der Teilchenbewegung kann mit Hilfe der Fokker-Planck-Gleichung(siehe Anhang A.1) beschrieben werden. Die in Gleichung (1.3) angegebene Form ist jedoch nur g�ultig,falls die Impulse p erhalten sind und von einer Gleichverteilung der Koordinaten ausgegangen werdenkann.Daher m�ussen die Friktions{ und Di�usionskoe�zienten A1; A2 der Fokker-Planck-Gleichung in Winkel-Wirkungs-Variablen angegeben werden. Dazu ist eine Koordinatentransformation notwendig. Diese kannf�ur die Fokker-Planck-Gleichung durchgef�uhrt werden. Die M�oglichkeit der Koordinatentransformationist gerade ein entscheidender Vorteil des Fokker-Planck-Formalismus.19Eine im Beschleuniger umlaufende Teilchenverteilung erf�ahrt eine D�ampfung, die durch das Wechselspielzwischen Abstrahlung von Synchrotronlicht und Energiezufuhr im Resonator hervorgerufen wird. DieParameter dieser Strahlungsd�ampfung sind die D�ampfungszeiten �� mit � = x; z; �, wobei �� � 2�!� .Ferner erf�ahrt die Teilchenverteilung durch den quantenhaften Charakter der Abstrahlung eine Anregung.Die sich im Ausgleich von D�ampfung und Anregung ergebenden Strahlbreiten werden als nat�urlicheEmittanzen �� bezeichnet. Diese Parameter k�onnen aus den optischen Funktionen analytisch berechnetwerden (siehe [Wenzel], S. 46, [Farv], S. D-1,[Helm]).Damit k�onnen die Koe�zienten der Fokker-Planck-Gleichung in Winkel-Wirkungs-Variablen f�ur den Be-schleuniger hergeleitet werden [Chin]:@@s�lin( ~J) = 0@X� @@J�A1� +X��0 @2@J�@J 0�A2��01A �lin( ~J) mitA1� = � 2J��0�� + 2 ���0�� ;A2��0 = 2 ���0�� J����0 :19Zur Koordinatentransformation der Fokker-Planck-Gleichung siehe z.B.: [Risken], S. 89 �.44



Es zeigt sich, da� f�ur die lineare Maschine die Teilchenverteilungsfunktion durch einen Produktansatz:�lin( ~J) =Y� ��(J�)gel�ost werden kann, wobei sich f�ur die einzelnen Phasenraumdimensionen unabh�angige eindimensionaleFokker{Planck-Gleichungen ergeben:@@s�� =  @@J�A1� + @2@J2� A2��! �� :F�ur die lineare Maschine kann also die Entwicklung der Teilchenverteilungsfunktion in den verschiedenenPhasenraumdimensionen unabh�angig voneinander betrachtet werden.Bedingt durch die Strahlungsd�ampfung wird sich eine vorgegebene Teilchenverteilung mit der Zeitkon-stante �� einer Gleichgewichtsverteilung ann�ahern, f�ur die @@s�� � 0 ist.20 Diese Gleichverteilung kannermittelt werden. Dabei l�a�t sich die Di�erentialgleichung der Gleichverteilung 0 = � @@jA1 + @2@j2A2� ��einmal integrieren zu: const = �A1 + @@j A2� ��;was gel�ost wird durch: ��(J;1) = �0;�e�aJ=q ;wobei a = 1���0 und q = �����0 ist.Wegen der angenommenen exponentiellen Entwicklung der Anfangsverteilung zur Gleichgewichtsvertei-lung ist mit gegebenen Anfangsverteilungen ��(J; 0) die Gesamtverteilung:�lin(J; t) = NY� h(��(J; 0)� ��(J;1)) e� t�� + ��(J;1)i :Die dargestellte Behandlung des Di�usionsproblems ist nur als N�aherung zu betrachten. Eine vollst�andigeL�osung des Di�usionsproblems erfordert den Einsatz komplexer numerischer Berechnungsmethoden.Zus�atzliche Terme wei�en Rauschens f�uhren jedoch nur zur �Anderung von �� und ��, so da� sie leicht inden vorgestellten L�osungsansatz integriert werden k�onnen.Nichtlineare MaschineTreten Nichtlinearit�aten auf, so �andert sich die Situation, da die Erhaltungsgr�o�en der Bewegung nunnicht mehr die linearen Wirkungen, sondern die neuen Wirkungen, hier mit ~̂J bezeichnet, sind, diedurch die Transformationen (2.13) ~J ! ~~J (Transformation auf Resonanzkoordinaten) und (2.15) ~~J !~̂J (Transformation auf Separatrixkoordinaten) erzeugt werden. Hierbei m�ussen wiederum nur stabileTeilchen der nichtlinearen Resonanz betrachtet werden, da instabile Teilchen auf einer Zeitskala deutlichkleiner der D�ampfungszeiten verloren gehen. In stabilen Bereichen ist ~̂J =< ~~J > der Mittelwert von ~~J ,so da� f�ur lange Zeiten t � TUml, wie sie im Di�usionsproze� eine Rolle spielen, ~̂J = ~~J gesetzt werdenkann.Ferner h�angt ~~J linear von ~J ab, Winkel und Wirkungen werden durch die Transformation nicht gemischt.Daher ist eine L�osung der Fokker-Planck-Gleichung in den Wirkungen ~J auch L�osung in ~~J . Damitkann aus der L�osung der Fokker-Planck-Gleichung f�ur den linearen Fall eine n�aherungsweise L�osung imnichtlinearen Fall konstruiert werden.Sei MJ die Transformationsmatrix der Impulse mit~~J = MJ ~J;20Die Gleichgewichtsverteilung f�ur t ! 1 vernachl�assigt die korrekten Randbedingungen des Problems: Re
ektierendeWand f�ur J = 0, � = 0 f�ur min(Jfix; Jakz), wobei Jfix die Amplitude der Fixpunkte f�ur eine instabile Resonanz (sieheAbschnitt 2.3.2) und Jakz die der Maschinenakzeptanz zugeordnete Amplitude ist.45



dann istMJ = 0BBBBBBBBBBB@ 1 � n1nres. . . 1 �nres�1nres1nres�nres+1nres 1 .. .� nNnres 1 1CCCCCCCCCCCA ; M�1J = 0BBBBBBBBBB@ 1 .. . "1 ~n 1# . . . 1 1CCCCCCCCCCA :Da die lineare Transformation die Mittelung nicht beein
u�t, ist f�ur t� TUml:~J = M�1J ~~J = M�1J ~̂J:Damit kann die Fokker{Planck-Gleichung gel�ost werden durch:�nl(~̂J; t) = �lin(M�1J ~̂J; t):Dazu mu� jedoch die Anfangsverteilung �(~̂J; 0) auch in den linearen Winkel-Wirkungs-Variablen in einProdukt zerfallen. Dies ist gew�ahrleistet bei Anfangsverteilungen, die durch ihre Breiten ~�� in denWirkungen ~~J� gekennzeichnet sind:�nl(~̂J; 0) = �0e~~��~̂J= �0 exp �~~�MJ ~J� = �0 exp �(MTJ ~~�) � ~̂J�= �0e~��~J ;mit ~� = MTJ ~~�, womit auch in den alten Wirkungen eine Produktzerlegung hergestellt ist. Im Simu-lator werden alle Teilchenverteilungen �uber ihre Breite in den jeweiligen Koordinaten gekennzeichnet.Zur zeitlichen Verfolgung der Verteilung werden die Breiten analog zu obiger Formel in die den linea-ren Winkel-Wirkungs-Variablen entsprechenden Breiten umgerechnet, die Fokker-Planck-Gleichung wirdsodann in diesen Variablen gel�ost.2.4 RampenDer Simulator soll in der Lage sein, das Teilchenverhalten bei Ver�anderung von Parametern der Teilchen-bewegung, wie sie z.B. durch Rampen der Netzger�ate hervorgerufen werden, wiederzugeben. Dabei kannallgemein vorausgesetzt werden, da� die Zeitkonstante der Parameter�anderung wesentlich kleiner ist alsdie Umlaufzeiten der Teilchenbewegung im Phasenraum.Zur Beschreibung der Teilchenbewegung bietet sich damit eine adiabatische N�aherung an (siehe z.B.[Licht], S. 69).Adiabatische N�aherungF�ur langsam ver�anderliche Parameter der Teilchenbewegung bleiben in guter N�aherung die Wirkungsva-riablen der Teilchenbewegung erhalten, w�ahrend sich die Frequenz der Teilchenbewegung �andert:Ohne Rampe mit RampeJ0 ! J0Q0 ! Q(t)Somit kann der Teilchenort zu einer Zeit berechnet werden als:� J� � (t) = � J0�0 + R t0 d�Q(� ) � :46



RampschritteIm Simulator wird eine Rampe durch die zeitliche �Anderung der Feldst�arken der Beschleunigerelementevorgegeben. Der Simulator analysiert nun in diskreten, einstellbaren zeitlichen Schritten die Phasenraum-struktur. Er nimmt damit "Schnappsch�usse" des Teilchenverhaltens zu den verschiedenen Zeiten. Ausdiesen, zu den einzelnen Rampschritten genommenen Schnappsch�ussen wird Q(t) f�ur jede Phasenraum-dimension bestimmt, so da� der Winkel des Teilchens w�ahrend der Rampe durch Integration ermitteltwerden kann.Um die Zahl der notwendigen Rampschritte gering zu halten, wird dabei angenommen, da� sich die Re-sonanzparameter zwischen den Rampschritten linear �andern. Zwischen den Rampschritten wird sodannaus den linear interpolierten Resonanzparametern das aktuelle Q(t) bestimmt, das somit einen durchausnichtlinearen Verlauf haben kann.Dies ist insbesondere sinnvoll f�ur Teilchen in der N�ahe der Separatrix, woQ(t) beim Zulaufen des Teilchensauf die Separatrix zun�achst abnimmt, um nach Verlassen der Separatrix wieder zuzunehmen.Abbildung 2.10 illustriert den Zusammenhang zwischen Rampschritten und interpoliertem Teilchenver-halten.
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Abbildung 2.10: Rampschritte und InterpolationZur Bestimmung der Teilchenposition zur Zeit t mu� dabei neben der Integration R Q(� )d� auch nochermittelt werden, ob das verfolgte Teilchen den stabilen Bereich des Phasenraums verlassen hat. Diesgeschieht, indem aus den interpolierten Resonanzparametern der Zeitpunkt und Phasenwinkel des Ver-lassens des stabilen Bereichs ermittelt wird. Das Teilchen wird sodann auf der instabilen Trajektorie biszum maximalen Phasenraumwinkel dieser Trajektorie verfolgt und dann als verloren registriert.In Abbildung 2.11 ist die Trajektorie eines durch Rampe verlorenen Teilchens dargestellt.Zur Analyse des Teilchenverlustes bei vorgegebenen Teilchenverteilungen kann, da die Zeitkonstante derRampe wesentlich gr�o�er als die des Umlaufs in den Phasenraumdimensionen ist, von einer Durchmi-schung der Winkelverteilung ausgegangen werden. Dann kann aus den interpolierten Resonanzparame-tern der Anteil der Teilchenverteilung im stabilen und instabilen Bereich bestimmt werden. So ist aufeinfache Weise f�ur eine Rampe und Teilchenverteilung der zeitliche Verlauf der Teilchenzahl und die47



Abbildung 2.11: Teilchenverlust durch RampeExtraktionsrate zu ermitteln.Die vorgestellten Verfahren zur Bestimmung des Extraktionszeitpunkts eines Teilchens oder der Extrak-tionsrate einer Teilchenverteilung, bei der nur ein einmaliger �Ubergang vom stabilen in den instabilenBereich zugelassen ist, k�onnen jedoch nur f�ur monotone Rampen angewendet werden.Neue ResonanzenDie adiabatische N�aherung ist nur g�ultig, solange die Rampe nicht das Auftreten neuer Resonanzen imPhasenraum hervorruft.Rampen k�onnen das Auftreten neuer Resonanzen im Phasenraum auf zweifache Weise hervorrufen. Zumeinen k�onnen durch Rampen die Parameter der Teilchenbewegung so ver�andert werden, da� im durch denTeilchenstrahl ausgef�ullten Bereich des Phasenraums eine neue Resonanzbedingung erf�ullt wird, f�ur diedie Anregung hinreichend gro� zur Erzeugung von Resonanzinseln ist. Es wird also im Parameterraumder Teilchenbewegung eine Resonanz durchlaufen. Dies kann allgemein auftreten, wenn die Rampenmonoton (steigend oder fallend) sind.Ist die Ver�anderung der Parameter der Teilchenbewegung periodisch, so kann dadurch zu einer beste-henden Resonanz ein ganzes Band von Seitenresonanzen im Phasenraum angeregt werden (siehe z.B.[Tennyson]). Die Resonanzen liegen um so dichter, je langsamer die Modulation der Parameter ist, f�urkleine Modulationsfrequenzen �uberlappen die Seitenresonanzen und bilden einen chaotischen Bereich derTeilchenbewegung (siehe dazu [Licht], S. 336 f.).Im einfachsten Fall f�uhrt eine durch Rampen bedingte Parameter�anderung jedoch nur zu einer quanti-tativen Ver�anderung der Teilchenbewegung, indem die Frequenz der linearen Bewegung oder Parametereiner schon bestehenden Resonanz sich �andern, wie dies z.B. bei der Resonanzextraktion geschieht. Indiesem Falle bleibt die adiabatische N�aherung g�ultig.Im Simulator wird f�ur jeden Rampschritt die Resonanzstruktur des Phasenraums untersucht. Aus diesen48



Analysen zu den verschiedenen Rampschritten kann ermittelt werden, ob die Rampe eine neue Resonanzhervorruft.Ist dies nicht der Fall, kann das Teilchenverhalten w�ahrend der Rampe durch eine adiabatische N�ahe-rung beschrieben werden. Tritt eine neue Resonanz auf, kann die Teilchenbewegung nur w�ahrend desAuftretens dieser Resonanz adiabatisch gen�ahert beschrieben werden.Die Behandlung von durch Modulation �au�erer Parameter hervorgerufenen Resonanzen ist im Simulatorzur Zeit nicht implementiert.2.5 Generierung von Me�gr�o�enNachdem in der Analysephase Parameter des hamiltonischen und stochastischen Anteils der Teilchenbe-wegung ermittelt wurden, k�onnen diese abgerufen und mit ihrer Hilfe Simulationen der Bewegung vonEinzelteilchen und Teilchenverteilung generiert werden.Im folgenden sollen die verschiedenen vom Simulator gelieferten Ergebnisse dargestellt werden.ParameterIm Simulator k�onnen die Parameter der Teilchenbewegung, wie sie bei der oben dargestellten Analyse derTeilchenbewegung auftreten, auf komfortable Weise abgerufen werden. Parameter der Teilchenbewegungsind dabei wegabh�angig, wie optische Funktionen und Closed-Orbit, oder integral, wie Arbeitspunkte,D�ampfungszeiten und Resonanzst�arken. Diese Parameter k�onnen nicht direkt als Me�ergebnisse erhaltenwerden, jedoch bestimmen sie das theoretische Verhalten der Maschine.Die optischen Funktionen werden dabei in Abh�angigkeit vom Ort des Beschleunigers dargestellt, wiein Abbildung 2.1 gezeigt, ihre Werte k�onnen jedoch, genau wie die integralen Parameter der linearenBewegung, �uber das Popup-Men�u des Simulators abgerufen werden, wie in Abbildung 2.12 dargestellt.Erwartungswerte im ZeitraumDiagnosemessungen am Beschleuniger geschehen mit Monitoren, die an einer Stelle des Beschleunigers einzeitabh�angiges Signal der vorbei
iegenden Teilchenverteilung aufzeichnen. Dabei bestimmen Bauart desMonitors und Erfassungselektronik die Emp�ndlichkeit des Monitors f�ur verschiedene Frequenzbereicheund Momente der Teilchenverteilung. Allgemein liefert jedoch der Monitor ein integrales Signal der zueiner Zeit an der Position des Monitors be�ndlichen Teilchenverteilung.Die Diagnosemessung soll eine Aussage �uber das Verhalten eines Teilchenensembles beim Umlauf im Be-schleuniger machen. Das betrachtete Teilchenensemble ist dabei ein Ausschnitt aus der Ringf�ullung. DasTeilchenensemble kommt im Abstand der Umlaufzeit am Ort des Monitors vorbei, so da� das Monitor-signal im Abstand der Umlaufzeit Informationen �uber das selbe Teilchenensemble enth�alt. Daher ist essinnvoll, bei der Auswertung der Monitorinformation immer die Signale in Zeitabst�anden der Umlaufzeitzu vergleichen. Im einfachsten Fall wird die Signalnahme mit der Umlau�requenz abgetastet.Um Ergebnisse des Simulators unmittelbar mit Ergebnissen von Diagnosemessungen vergleichen zuk�onnen, mu� das Signal einer Teilchenverteilung an einem Diagnosemonitor nachgebildet werden k�onnen.Dies bedeutet, da� an einem festen Ort des Beschleuigers die zeitliche Entwicklung der Momente einerbeim Umlauf um den Ring verfolgten Teilchenverteilung ermittelt werden mu�, die Signalgewinnung mitMonitoren geschieht im Zeitraum. Obwohl nach wie vor die Umlau
�ange s die unabh�angige Variable ist,werden daher hier alle signalbezogenen Gr�o�en in Abh�angigkeit von t(s) = s=�0 ausgedr�uckt. Dabei wirddavon ausgegangen, da� die Signalnahme synchron zur Umlaufzeit im Beschleuniger geschieht:Mkn = M (n � T ) = 1N Z dJ3d�3�( ~J; ~�; t)�k( ~J; ~�)�(t � n � T � s0�0 );wobei s0 der Ort des Monitors, � die betrachtete Koordinate und n die Nummer des Umlaufs ist. DerIndex k gibt die Potenz, zu der die betrachtete Koordinate im Integral genommen wird und damit dieOrdnung des Moments M an. In der Regel interessieren jedoch nicht die Momente Mkn der Ordnung k,49



(a) Optische Funktionen (b) IntegraleAbbildung 2.12: Optische Funktionen und Ringintegralesondern die zugeh�origen mittleren Abweichungen. Aus den so berechneten Momenten Mkn k�onnen diemittleren Abweichungen, die sogenannten Kumulanten Kkn bestimmt werden:K0n = M0n relative Teilchenzahl;K1n = M1n Mittelwert;K2n =M2n � (M1n)2 Streuung;K3n = M3n � 3M1nM2n + 2(M1n)3...Zur Berechnung der Momente Mkn mu� der Benutzer eine Verteilungsfunktion de�nieren. Dabei wirdzun�achst festgelegt, in welchen Koordinaten die Verteilungsfunktion angegeben wird.Die Hamiltonfunktion wird, wie gezeigt, durch eine Folge von Koordinatentransformationen in eine Formgebracht, die unabh�angig von den Winkelvariablen ist. Jede Transformation stellt dabei eine Stufeder N�aherung der Hamiltonfunktion dar. Indem der Benutzer die Koordinaten der Verteilungsfunktionbestimmt, legt er gleichzeitig fest, in welcher N�aherung die Hamiltonfunktion betrachtet werden soll. Soist z.B. zur Analyse einer Messung, die auf eine Bestimmung der optischen Funktionen ausgeht, nur dieBer�ucksichtigung des linearen Anteils der Teilchenbewegung notwendig, w�ahrend bei der Bestimmungder Fixpunkte einer Separatrix auch der nichtlineare Anteil der Hamiltonfunktion ber�ucksichtigt werdenmu�. Ferner kann so der Unterschied der Teilchenbewegung, der durch die verschiedenen Anteile derHamiltonfunktion hervorgerufen wird, erfa�t werden.Die verschiedenen Koordinatensysteme gehen durch kanonische Transformationen auseinander hervor.Dabei wird die Umlau
�ange s als unabh�angige Variable nicht ver�andert. Solche Transformationen sind50



volumenerhaltend (siehe z.B. [Bell]). Daher ist die Form des Volumenintegrals in den verschiedenenKoordinaten gleich.Hat der Benutzer sich f�ur ein Koordinatensystem zur Angabe der Verteilungsfunktion entschieden, wirdimweiteren nur der Anteil der Hamiltonfunktion betrachtet, der durch diese Koordinaten erfa�t wird, d.h.,es wird davon ausgegangen, da� die Wirkungen in diesen Koordinaten konstant bleiben. Der Benutzerkann jedoch unabh�angig davon entscheiden, ob der stochastische Anteil der Bewegung ber�ucksichtigtwerden soll oder nicht.Bei der Festlegung der Verteilungsfunktion kann der Benutzer Schwerpunkt, Breite und Form der Vertei-lungsfunktion in jeder Phasenraumkoordinate bestimmen. Die Verteilungsfunktion kann dabei zwischeneiner �-f�ormigen Verteilung, die das Verhalten eines Einzelteilchens wiedergibt und verschieden geformtenVerteilungen mit endlicher Breite gew�ahlt werden.Ein MomentMkn ergibt sich in den gew�ahlten Koordinaten als:Mkn = 1N Z dJ3d�3�( ~J; ~�+ !0 ~Q( ~J )t)�k( ~J; ~�)�(t� n � T � s0c );wobei !0 die Umlau�requenz ist. Der Benutzer kann ausw�ahlen, welche Kumulanten Kkn bez�uglich wel-cher Phasenraumkoordinate ermittelt werden soll. Dabei m�ussen zwei Kumulanten ausgew�ahlt werden,die graphisch gegeneinander aufgetragen werden. Wird dabei die Zeit als eine Phasenraumkoordinate aus-gew�ahlt, so wird auf der entsprechenden Achse jeweils n aufgetragen, da wegen des �(t�n�T � s0c )-Termesin Mkn f�ur die Zeit nur K1n = n von Null verschieden ist. Ferner kann der Zeitabstand der Signalnahmesowie die zu simulierende Gesamtzeit in Vielfachen der Umlaufzeit angegeben werden.
Abbildung 2.13: Parameter des TeilchentrackingsDas Eingabefenster ist in Abbildung 2.13 dargestellt. Nach Eingabe der Parameter wird die Berechnungdes Monitorsignals �uber das Popup-Men�u des Simulators angesto�en. Dabei wird die aktuelle Mausposi-tion als Ort des Monitors, dessen Signal nachgebildet werden soll, angenommen.21Das Ergebnis der Simulation wird in einem eigenen Fenster dargestellt, wobei die gew�ahlten Momenteder Phasenraumkoordinaten gegeneinander aufgetragen werden.Das Beispiel des Ergebnisses einer Simulation ist in Abbildung 2.14 zu sehen.Erwartungswerte im FrequenzraumCharakteristisch f�ur das Verhalten der Teilchen imPhasenraum ist der Frequenzgehalt der Monitorsignale.In der Praxis wird der Frequenzgehalt durch eine Fouriertransformation von Monitorsignalen erhalten.Das Monitorsignal, das in die Fouriertransformation eingeht, kann nur �uber einen endlichen Zeitraum21Soll das Signal eines Einzelteilchens statt einer Teilchenverteilung nachgebildet werden, so wird auch die Position desTeilchens auf den Ort der aktuellenMausposition gesetzt, damit das Signal des Teilchens mit dem angenommenenZeitpunktder Me�wertnahme �ubereinstimmt. 51



Abbildung 2.14: Beispiel eines Simulationsergebnisseserfa�t werden. Dieser Zeitabschnitt ist als "Fenster" anzusehen, das aus dem theoretisch unendlich aus-gedehnten Signalzug am Monitor den erfa�ten Ausschnitt herausschneidet. Nach dem Faltungstheoremist das Ergebnis der Fouriertransformation dann die Faltung aus der Fouriertransformierten des unendlichausgedehnten Signalzugs und der Fensterfunktion (siehe z.B. [Goetz90], S. 38 �.). Dies kann zu Aufwei-tung, Verschiebung und �Anderung der H�ohe der Spektrallinien f�uhren. Durch geschickte Formung derFensterfunktion auf dem Tr�ager der Zeitdauer der Signalnahme k�onnen diese E�ekte verringert werden,es mu� jedoch dabei immer ein Kompromi� zwischen den verschiedenen das Spektrum verf�alschendenEin
�ussen eingegangen werden (siehe z.B.: [LeCroy], S. 11-19 f.). Um den signalverf�alschenden Ein
u�der Fensterfunktion gering zu halten, mu� bei der Berechnung des Frequenzspektrums ein m�oglichst lan-ger Signalzug betrachtet werden. Alternative Methoden der Modellierung des Frequenzspektrums ausMonitordaten ohne Verwendung der Fouriertransformation k�onnen die geschilderten Nachteile zum Teilvermeiden.22Im Simulator kann dieser Frequenzgehalt jedoch direkt bestimmt werden, da f�ur jede Phasenraumpositiondie lokale Umlau�requenz Q( ~J; ~�) und die Teilchendichte bekannt ist. Zur direkten Berechnung desSpektrums wird neben den Arbeitspunkten nur die Form der Phasenraumtrajektorie ben�otigt. Dahergen�ugt es, die Teilchenposition an St�utzstellen im Bereich [0 : : :2�] in jeder Phasenraumdimension zubestimmen. Die Zahl der St�utzstellen ist dabei durch die Zahl der zu erfassenden Seitenb�ander gegeben.Sie ist jedoch unabh�angig vom gew�unschten Frequenzband oder der Frequenzau
�osung.Neben der Einsparung der Rechenzeit f�ur die Fouriertransformation bietet die direkte Berechnung desFrequenzspektrums damit den Vorteil, da� das Teilchensignal nur an relativ wenigen Punkten berechnetwerden mu�. Dar�uber hinaus bleiben Form, H�ohe und Position der Frequenzlinien unbeein
u�t.Bei der Bestimmung des Frequenzspektrums des Teilchensignals ist zu beachten, da� der longitudinaleAnteil der Teilchenbewegung � zu einer Phasenmodulation des Monitorsignals f�uhrt: Passiert das Soll-teilchen den Monitor zur Zeit t0, so passiert ein Teilchen, da� dem Sollteilchen um � vorauseilt, denMonitor zur Zeit t0 � �=�0. Der transversale Anteil der Teilchenbewegung hingegen f�uhrt zu einer Am-plitudenmodulation des Signals.Spektrum ohne PhasenmodulationDie Teilchenverteilung sei zerlegbar in �( ~J; ~�) = �J ( ~J) � ��(~�). Zun�achst soll � = 0 angenommen werden.F�ur ein festes ~J berechnet sich das Frequenzspektrum als der Mittelwert aller Winkel �uber die Fourier-22Zur Auswirkung von Fenstern, Frequenzau
sung und alternativen Methoden der Modellierung des Frequenzspektrumssiehe [Goetz94]. 52



transformierte des Teilchensignals Mk. Im Gegensatz zur Erzeugung von Phasenraumbildern mu� hierjedoch das zeitlich kontinuierliche Signal Mk(t) betrachtet werden. Damit spiegelt sich die Ringf�ullungim erhaltenen Signal und damit auch im Spektrum wider. Anstatt wie bisher die Umlau
�ange s immernur bei s = s0 zu betrachten, mu� s jetzt explizit ber�ucksichtigt werden. Sei also s0 der Ort des Monitors,so ist: F k(!) = Z dt � ei!tMk(t)= Z dt � ei!tXn Z d3���(~�+ !0 ~Qt; s0 + �0t)�k(~�; s0):Mit Hilfe der Fouriertransformierten von �, bzw. � in den Phasenraumwinkeln kann das Frequenzspek-trum berechnet werden. Dabei mu� � auch nach der Umlau
�ange s fouriertransformiert werden. Da �; �in allen Phasenraumwinkeln und der Umlau
�ange s periodisch sind,23 existiert f�ur sie eine Fourierreihe-nentwicklung. Seien ~�k~q und ~�~p;n also die Komponenten der Fouriertransformation von �k bzw. ��, wobeider Index n die Transformationskomponenten nach s kennzeichnet, w�ahrend die Fouriertransformierteder Koordinate f�ur �k(s0) bestimmt wurde. Dann ist:F k(!) = Z dt Z d3�ei!t Xn;~p;~q ~�~p;n~�k~q exp�i[~p(~�+ !0 ~Qt) + n2�L (s0 + �0t)]� ei~q~�= Xn;~p F kn;~p�(! + !0~p ~Q� n!0);mit: F kn;~p = ~�~p;n~�k�~p exp�in2�L s0� :F�ur die genaue Herleitung dieser Formel sei auf Anhang A.7 verwiesen. Das Spektrum der Teilchenver-teilung wiederholt sich also im Abstand der Umlau�requenz durch den Term n!0 in der �-Funktion. DieH�ohe der Peaks an dieser Stelle ist durch den Index n von ~�~p;n, also durch die Fouriertransformierte derlongitudinalen Ringf�ullung gegeben. F�ur ~p 6= ~0 bekommen die Umlaufharmonischen Seitenb�ander im Ab-stand !0~p~Q. Die H�ohe ist gegeben durch ~�~p ~��~p. Es mu� aufgrund dieses Produkttermes zur Ausbildungvon Seitenb�andern bei !0p�Q� in der Phasenraumdimension � eine echte Abh�angigkeit sowohl der Dich-tefunktion � alsauch der Koordinate � vomWinkel �� bestehen. F�ur die Teilchenverteilung bedeutet dies,da� bez�uglich �� eine koh�arente Schwingung vorliegt. F�ur die Koordinate � mu� eine Kopplung zur Pha-senraumdimension � existieren. Falls die Phasenr�aume entkoppelt sind, sind nur f�ur � = � Seitenb�ander!0p�Q� der Umlaufharmonischen zu beobachten. F�ur eine nichtlineare Maschine sind die ArbeitspunkteQ(J) der Teilchen unterschiedlich. In diesem Fall �uberlagern sich die Frequenzspektren der Teilchen, unddie Arbeitspunktpeaks werden verschmiert. Die Linien der Umlaufharmonischen bleiben jedoch scharf.Spektrum mit PhasenmodulationF�ur � 6= 0 mu� an Stelle der Zeit t nun in obiger Formel jeweils t � �(t)=�0 eingesetzt werden. Damitwird das oben berechnete Signal phasenmoduliert mit �(nT ). Die Phasenmodulation produziert zu jederLinie im obigen Spektrum eine Kette von Seitenlinien, deren Amplitude mit der Besselfunktion moduliertist (siehe dazu [Laclare]).Bedingt durch eine Impuls�anderung der Teilchen �andert sich der Phasenvorschub pro Zeit, und es ergibtsich (siehe Anhang A.7) mit ~
C = 11=
20�� ~C!0:~�(s) = ~Q!0(t + ��0 ) + ~
C ��0 :Damit ergibt sich, wie in Anhang A.7 ausgef�uhrt, F k(!) als:F k(!) = Z dtei!t Z d3��� �~�+ !0 ~Q(t+ ��0 +
c ��0 ; s0 + �0(t+ ��0 ))� �k(~�; s0)= Xn;~p;~mF kn;~pK~m;~p�(! + !0~p~Q+ n!0 + !0Xr mrrQ�);23Die an dieser Stelle geforderte strenge Periodizit�at in s, die zur Analyse des Frequenzspektrums eines Teilchens als Lini-enspektrum f�uhrt, bedingt, da� die hier gegebene Ableitung nur f�ur Zeiten kleiner als die Zeitkonstante der stochastischenBewegung g�ultig ist. F�ur l�angere Zeiten kommt es zur Verschmierung des hier erhaltenen Spektrums.53



wobei ~m ein Vektor mit rmax + 1 Komponenten aus ganzen Zahlen undK~m;~p =Yr i�mr �Jmr (2(!0~p~Q+ ~
C~p� n!0)j~�rj) exp (imr��;r)�ist.Durch die Phasenmodulation bekommt damit jede Frequenzlinie des unmodulierten Spektrums F kn;~p Sei-tenlinien im Abstand der Vielfachen von !0Q�. Dies sind die Synchrotronseitenb�ander.TeilchenverlustratenBedingt durch Abstrahlung und �Anderung der Resonanzparameter im Phasenraum k�onnen im Beschleu-niger umlaufende Teilchen ihre Bahn �andern. Insbesondere ist es m�oglich, da� ein Teilchen dabei auseinem Bereich stabiler Umlaufbahnen auf eine instabile Bahn gelangt. Der Anteil der Teilchen, die zueinem Zeitpunkt stabil umlaufen ergibt sich aus dem �Uberlapp des stabilen Phasenraumbereichs zu einerZeit mit der zu dem Zeitpunkt bestehenden Phasenraumverteilung.Sei �( ~J; ~�; t) de�niert als:�( ~J; ~�; t) = � 1 f�ur ~J; ~� auf stabiler Teilchentrajektorie zur Zeit t;0 sonst:Da die Teilchenbahn allein von ~J bestimmt ist, ist � = �( ~J; t). Ferner wurde die Separierbarkeit derVerteilungsfunktion � in einen Winkelanteil �� und einen Wirkungsanteil �J angenommen.Damit ergibt sich der Anteil der stabil umlaufenden Teilchen als:Nstab(t) = Z dJ�( ~J; t)�J ( ~J; t):Da in der Regel eine Gleichverteilung der Teilchen �uber die Winkel schon nach einigen hundert Uml�aufengeschehen ist, und die Entwicklung der Teilchenverteilung �uber Zeiten in der Gr�o�enordnung des Beschleu-nigerzyklus von Interesse ist, gibt Nstab in guter N�aherung den Anteil der tats�achlich im Beschleunigerumlaufenden Teilchen wieder. Die Teilchenverlustrate ("Spill") @N@t ergibt sich aus der Ableitung vonNstab(t) und kann numerisch durch einen Di�erenzenquotienten angen�ahert werden.Zur Analyse des Spills auf Zeitskalen kleiner als die Umlaufzeiten im Phasenraum TQx ; TQz ; TQ� mu� unterder Annahme koh�arenter Schwingungen in zumindest einer Phasenraumdimension die Teilchenverteilungin ihrer zeitlichen Entwicklung verfolgt und die Rate der instabil werdenden Teilchen erfa�t werden.
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Kapitel 3Realisierung des SimulatorsIm vorliegenden Kapitel soll der Simulator aus der Sicht des Programmentwicklers beschrieben werden.Dar�uber hinaus wird auf die Einbindung des Simulators in das Konzept der vereinheitlichten Kontrolle,Diagnose und Simulation eingegangen.3.1 Verwendete Entwicklungswerkzeuge und StandardsVom softwaretechnischen Standpunkt mu� der Simulator mehreren, sich teilweise erg�anzenden Anforde-rungen gen�ugen. Zum einen mu� die Entwicklung komfortabel und in angemessener Zeit durchf�uhrbarsein. Weiterhin soll die entstandene Software portabel und somit nicht an eine Hardwareplattform gebun-den sein. Schlie�lich soll das Programm auf einer Hardware ablaufen k�onnen, die in guter Kosten{NutzenRelation Rechenleistung zur Verf�ugung stellt.Als Hardwareplattform zur Entwicklung des Simulators wurden Rechner der Workstation-Klasse derFirma HP gew�ahlt, die zum Zeitpunkt, als die Entscheidung �uber die zu benutzende Hardware �el(1992) die preiswerteste Rechenleistung anboten. Andere Rechnerkonzepte, wie Transputer der FirmaINMOS, schienen zun�achst attraktiv. Die sprunghafte Zunahme der Rechenleistung bei Computern derWorkstation-Klasse sowie die komfortablere und besser standardisierte Entwicklungsumgebung auf diesenRechnern schlo� die Realisierung alternativer Rechnerkonzepte jedoch aus.Da die vorliegende Arbeit die physikalischen Aspekte des Programms betont, mu� die Programmierum-gebung Bedingungen scha�en, in denen physikalische Inhalte in m�oglichst einfacher und schneller Weisein Software umgesetzt werden k�onnen. Voraussetzung daf�ur ist zun�achst die Programmierung in einerstrukturierten Programmiersprache, bei der Funktionseinheiten des Programms getrennt und in hierar-chischer Weise gekapselt werden k�onnen. Die strukturierte Programmierung bietet die M�oglichkeit, trotzeiner komplexen Problemstellung einen klar gegliederten Programmablauf zu scha�en. Insbesondere wirdhierdurch die Softwarep
ege und {erweiterung ma�geblich erleichtert.Als Programmiersprache des Simulator{Projektes wurde die Sprache "C" gew�ahlt. Neben ihrer M�achtig-keit und weiten Verbreitung auf verschiedenen Rechnersystemen ist sie gut auf die Erstellung strukturier-ter Programme abgestimmt,1 und es existieren Compiler mit leistungsf�ahiger Codeoptimierung f�ur dieseSprache.Die strukturierte Programmierung bietet zudem die M�oglichkeit, de�nierte Programmteile auszuson-dern, deren Funktionalit�at dann nicht direkt in der "C"-Sprache, sondern mit Hilfe von vorhande-nen Entwicklungswerkzeugen implementiert werden kann. So wurden alle Elemente der Graphik undder Benutzerinteraktion w�ahrend des Programmablaufs, der sogenannten Benutzerschnittstelle, unterVerwendung von speziell f�ur diesen Zweck vorgegebenen Funktions-Bibliotheken programmiert. DieseBibliotheken folgen den auf Workstations verbreiteten X11- und OSF/Motif-Standards. Diese Stan-dards erlauben auf einfache Art die Gestaltung einer graphikorientierten Benutzerschnittstelle, undstellen ein konformes Erscheinungsbild verschiedener mit diesen Standards programmierter Anwendun-gen sicher. Sie sind kompatibel zur "C"-Sprache und bieten mit ihrer weiten Verbreitung auf Unix-1Die Entwicklung des Simulators in der noch besser auf Strukturierung ausgelegten Sprache "C++" war im software-technischen Umfeld nicht sinnvoll. 55



Workstations optimale Voraussetzungen zur Portabilit�at unter Computersystemen mit hoher Rechenlei-stung zu wirtschaftlichem Preis. Die statischen Graphikelemente der Benutzerschnittstelle wurden miteinem Benutzerschnittstellen{Generator erstellt. Dabei wurde der Schnittstellen{Generator UIM ein-gesetzt. Ein solcher Generator erspart dem Programmierer die Entwicklung eines Quelltextes f�ur dieBenutzerschnittstelle, er kann ihr Aussehen und ihre Funktionalit�at auf einfache Weise durch Benutzungder Maus analog zu einem Zeichenprogramm direkt entwerfen. Der Benutzerschnittstellen{GeneratorUIM ist auf verschiedenen Rechnersystemen lau��ahig. Zudem erstellt er aus den Benutzereingaben einen"C"{Code, der direkt auf anderen Rechnern in ein lau��ahiges Programm �ubersetzt werden kann, auchwenn dort kein UIM-Programm installiert ist.Die Funktionalit�at des Einlesens der Parameterdateien wurde mit speziellen Werkzeugen implementiert.Beim Einlesen solcher Dateien m�ussen zun�achst die einzelnen in der Datei vorkommenden Elementeklassi�ziert werden. Diese sogenannte lexikalische Analyse �ndet z.B. aus dem Text KFSt�arke = 0.5 dieElemente Name, Gleichheitszeichen und Zahl. Die Ergebnisse der lexikalischen Analyse werden dann aufdas Vorkommen bestimmter Syntaxkonstrukte untersucht. So entspricht z.B. die Elementfolge Name,Gleichheitszeichen, Zahl der Syntax einer Wertzuweisung. Nach Finden eines Syntaxkonstrukts erfolgtdann jeweils eine Aktion, wie hier die Zuweisung des gefundenen Wertes 0.5 zur Variablen KFSt�arke.Die lexikalische Analyse wurde mit dem Werkzeug FLEX, die Syntaxanalyse mit BISON programmiert.Es handelt sich hierbei um �o�entlich zug�angliche Versionen der auf Unix-Rechnern verbreiteten Werk-zeuge LEX und YACC (siehe z.B. [Levine]). FLEX und BISON wurden von der am MIT beheimatetenGNU-Softwaregruppe entwickelt. Mit Hilfe dieser Werkzeuge k�onnen Eingabedateien, die z.B. Beschrei-bungen der Beschleunigerstruktur enthalten, auf einfache Weise ausgewertet werden. Hierbei wurdeBISON/FLEX statt den Unixwerkzeugen LEX/YACC gew�ahlt, da BISON/FLEX auf einer weiten Pa-lette von Rechnern, insbesondere auch Nicht-Unix Rechnern lau��ahig sind. Zudem unterscheiden sichdie LEX/YACC-Implementationen auf einzelnen Rechnern. Ferner bietet BISON/FLEX Geschwindig-keitsvorteile gegen�uber LEX/YACC bei der Textanalyse.Im �ubrigen konnten verschiedene mathematische Funktionen aus der in der "C"-Sprache vorliegendenSammlung [Press] �ubernommen werden, wie Fouriertransformation, Berechnung der Jacobifunktionensn; cn; dn und der Besselfunktionen Jn.3.2 ProgrammaufbauDer Simulator gliedert sich in, seinen unterschiedlichen Funktionalit�aten entsprechende, Programmteile.Im sogenannten Interface werden alle Ein{ und Ausgaben des Programmes gehandhabt. Partner des dabeierfolgenden Datenaustausches kann der Benutzer, ein anderes Programm oder eine Datei sein. Datenm�ussen dabei von einer simulator-internen Repr�asentation in eine dem Partner des Datenaustauschesverst�andliche umgewandelt werden. Zuvor mu� der Kommunikationsweg des Datenaustausches etabliertwerden.Im eigentlichen Simulator werden die Berechnungen zur Simulation durchgef�uhrt. Die Funktionalit�at istdabei in einen Analyse{ und einen Generierungsteil, in dem Me�werte generiert werden, aufgespalten.Den Aufbau des Simulators zeigt Abbildung 3.1. Im folgenden wird auf die einzelnen Komponenten desSimulators n�aher eingegangen.InterfaceIm Interface des Simulators werden alle Datenein- und -ausgaben gehandhabt. Dabei m�ussen die Datenjeweils in eine f�ur die �Ubertragung geeignete Formkonvertiert werden. Die Kommunikation des Simulatorsmit Partnern l�a�t sich in drei Teile aufspalten: Die Benutzerinteraktion, die Anbindung an die Kontrolleund die Dateiein- bzw. Ausgabe. Entsprechend sind auch die Interfaceroutinen dreigeteilt. Alle Routinengreifen jedoch auf einen gemeinsamen Satz von Konvertierungsfunktionen zur�uck.Zur Interaktion mit dem Benutzer m�ussen alle Ausgaben in ein von ihm lesbares Format umgewandeltwerden. Die Ausgaben lassen sich in in graphische und nichtgraphische unterteilen. Bei der graphischenAusgabe wird ein Bild der auszugebenden Daten erstellt. Im Simulator wurde unter dem X11-Standardein Satz von Routinen implementiert, der in einfacher Weise die Ausgabe von zweidimensionalen Graphen56



SimulatorPhysik InterfaceKonvertierungBenutzer/Graphik An-bindung/Kontrolle DateiAb-lauf Kon-�gu-ra-tion
Analyse GenerierungRampeVielteilchennichtlinearlinear Viel-teil-chenEin-teil-chen Zeit-raumFre-quenz-raumAbbildung 3.1: Aufbau des Simulatorsinklusive Achsen und Beschriftungen erlaubt. Ferner kann der Benutzer mit die Graphik interagieren.Er kann ihre Gr�o�e �andern, Lage und Abstand von Punkten der Graphik in physikalischen Einheitenbestimmen, die Darstellungsart (Farbe und Symbole) w�ahlen sowie die Graphik ausdrucken. Jede Gra-phik des Simulators verf�ugt �uber die angegebenen Interaktionsm�oglichkeiten, die die Interpretation undAuswertung der Bilder vereinfachen.Bei der nichtgraphischen Ausgabe mu� die interne Repr�asentation eines Parameters in eine lesbare Zahlmit Einheit umgewandelt werden. Dar�uber hinaus mu� dem Benutzer die M�oglichkeit der Ver�anderungder Parameter gegeben werden. Diese Funktionen wurden innerhalb der unter X11 und OSF/Motifzur Verf�ugung gestellten Funktions-Bibliotheken programmiert. Damit sind einheitliches Aussehen undBedienung gew�ahrleistet. Simulationsparameter werden, in sinnvollen Gruppen geordnet und in Fensternals editierbarer Text dargestellt. Bei einer Vielzahl von Parametern, wie z.B. den St�arken der optischenElemente, ist die �Anderung mittels eines Schiebers vorgesehen. F�ur Simulationsparameter wird ferner einStandard-Wert sowie die Art der Anbindung an das Kontrollsystem dargestellt. Die Benutzerinteraktionstellt einen wesentlichen Teil des Programmieraufwands des Simulators dar.Zur Anbindung an das Kontrollsystem wird ein Satz von Routinen bereitgestellt, der die Datenkommuni-kation und die evtl. notwendige Umwandlung der Datenformate zwischen Kontrollsystem und Simulatorvornimmt. Da ein Kontrollsystemparameter eine ganze Reihe von Simulatorparametern beein
ussenkann, ist eine Verteilung des Kontrollsystemwertes auf alle entsprechenden Simulatorparameter notwen-dig. Dabei mu� jeweils die Art der Anbindung des Simulatorparameters an das Kontrollsystem ber�uck-sichtigt werden. Ferner wird der Benutzer von �Anderungen benachrichtigt.Die Dateianbindung ist in zwei Abschnitte aufgeteilt. Beim Programmstart liest der Simulator Infor-mationen zur Kon�guration aus verschiedenen Dateien ein. W�ahrend des Programmablaufes k�onnenSimulationsparameter aus Dateien eingelesen und Ergebnisse der Simulation in Dateien ausgegeben wer-den. 57



Das Einlesen der Kon�guration folgt der in der sogenannten Startup-Datei angegebenen List von Datei-namen. Dabei werden zun�achst Parameter, die f�ur den Ablauf der Simulation von Bedeutung sind, ausder Variablen-Datei eingelesen. Hier werden z.B. zu ber�ucksichtigende Phasenraumdimensionen, Grenzenund Schrittweiten beim Suchen von Resonanzen, Zahl der Rampschritte aber auch die Teilchenenergieund Masse festgelegt.Mit der Elemente-Datei wird die Beschleunigerstruktur eingelesen, und es werden Standard-Werte f�ur dieFeldst�arken der optischen Elemente vorgegeben. Dabei werden jeweils die impulsnormierten Feldst�arkenangegeben, so da� die De�nitionen der Elemente-Datei unabh�angig von der Teilchenenergie sind.2Alle Kon�gurationsdateien werden, wie beschrieben, durch die FLEX/BISON-Werkzeuge ausgewertet.Die komplexe Syntax der Startup, Variablen- und Elemente-Datei ist Anhang A.8 zu entnehmen.Das Datei-Interface dient der Anbindung an ein Kontrollsystem ohne frei zug�angliche Applikationsschnitt-stelle und zur �Ubermittelung von Simulatordaten an dritte Programme. Auf das Datei-Interface wird inAbschnitt 3.3 n�aher eingegangen.PhysikDie Funktionalit�at des Simulators zur Teilchenphysik spaltet in einen Analyse- und einen Generierungsteilauf.Im Analyseteil werden die verschiedenen, die Teilchenbewegung beein
ussenden E�ekte analysiert. F�urden hamiltonischen Anteil der Bewegung wird eine Transformation auf winkelunabh�angige Koordinatengesucht. F�ur den stochastischen Anteil der Bewegung werden die Di�usions- und Friktionskoe�zienten be-stimmt. Die Analyse folgt dabei dem in den Abschnitten 2.2 bis 2.4 angegebenen Verfahren. Nach Berech-nung der linearen Optik werden die Teilchenkoordinaten auf normalisierte Winkel-Wirkungs-Variablentransformiert. In diesen Koordinaten wird sodann nach dem Auftreten einer nichtlinearen Resonanz ge-sucht. Die Koordinaten werden zun�achst in Resonanzkoordinaten transformiert, um danach in eine f�urdie gefundene Resonanz winkelunabh�angige Form gebracht zu werden. Die Analyse von Vielteilchene�ek-ten erfolgt in diesen Koordinaten. Die gesamte Analyseprozedur wird f�ur alle vorgegebenen Rampschrittewiederholt.Im Generierungsteil werden sodann mit Hilfe der Analysedaten und der vom Benutzer vorgegebenen Ver-teilungsfunktion Ergebnisse generiert, die Diagnosemessungen am Beschleuniger nachbilden sollen. Hierkann der Benutzer ausw�ahlen, welche Anteile der hamiltonischen und stochastischen Bewegung zu ber�uck-sichtigen sind. Ferner kann der Benutzer zwischen Generation von Daten im Zeit{ und im Frequenzraumw�ahlen. Die Generation von Ergebnissen folgt dem in Abschnitt 2.5 angegebenen Vorgehen.W�ahrend die Schritte der Analysephase aufeinander aufbauen und ihre Abfolge damit vorgegeben ist,kann der Benutzer in der Generationsphase die zu ber�ucksichtigenden E�ekte frei w�ahlen.3.3 Anbindung an das KontrollsystemBeim Einsatz des Simulators w�ahrend des Maschinenbetriebs ist die Ber�ucksichtigung aktueller Betriebs-parameter bei der Simulation w�unschenswert. Genauso sollen durch die Simulation ermittelte Parameterauf den Beschleuniger �ubertragbar sein. Betriebsparameter werden im Kontrollsystem des Beschleunigersgehalten. Durch Zugri� auf die im Kontrollsystem gehaltenen Parameter kann der Simulator in einfacherWeise den aktuellen Zustand der Maschine abfragen und beein
ussen.Dazu ist die Anbindung des Simulators an das Kontrollsystem notwendig. Ziel dieser Anbindung ist es,da� die Daten�ubertragung zwischen Simulator und Kontrollsystem f�ur den Benutzer unsichtbar wird: derBenutzer kann Daten des Kontrollsystems "per Knopfdruck" anfordern oder setzen, ohne Kenntnis dertechnischen Realisierung dieser Daten�ubertragung zu ben�otigen.Aufgrund der verschiedenen Gegebenheiten der Kontrollsysteme bei ELSA [Goetz94][Picard94] undCOSY [Hacker] wurde eine unterschiedliche Art der Realisierung der Anbindung notwendig.2Eine Ausnahme hiervon ist z.Zt. die Resonator-Spannung, die in Volt eingegeben wird.58



Anbindung an das ELSA{KontrollsystemDas ELSA{Kontrollsystem ist als "Betriebssystem" eines Beschleunigers konzipiert, das Anwenderpro-grammen den Zugri� auf Ressourcen des Beschleunigers erm�oglicht. Programme, die auf diese Ressourcenzugreifen, werden "Applikationen" genannt. Dabei kann eine Applikation Parameter des Beschleunigerslesen und setzen. Dar�uber hinaus kann die Applikation Interesse an einem Parameter anmelden und wirddann durch einen Benachrichtigungsmechanismus �uber jede �Anderung des entsprechenden Parametersinformiert. Beispiele solcher Applikationen sind die graphische Benutzerober
�ache des Kontrollsystemssowie seine Regelmaschinen, die sogenannten Experten.Der Simulator kann sich als Applikation an das ELSA{Kontrollsystem ankoppeln. Danach kann einDatenaustausch zwischen Kontrollsystem und Simulator statt�nden. Dabei ist der Rechner, auf demder Simulator abl�auft, als Kontrollsystem-Rechner kon�guriert und nimmt damit an der vom verteiltenELSA-Kontrollsystem zur Verf�ugung gestellten Infrastruktur teil, er kann dar�uber hinaus auf jedemanderen Kontrollsystemrechner arbeiten und so auch parallel zur Berechnung verschiedener physikalischerE�ekte benutzt werden.Da eine Simulation mit einem festen Satz von Parametern geschehen soll, werden Parameter�anderungendes Kontrollsystems nicht automatisch in den Simulator �ubernommen. Vielmehr fragt der Simulator inregelm�a�igen Abst�anden �Anderungen der ihn betre�enden Parameter ab und benachrichtigt den Benut-zer zun�achst nur. Der Benutzer kann f�ur jeden Simulatorparameter einstellen, ob eine �Anderung desentsprechenden Kontrollsystemparameters immer, nur einmal oder gar nicht �ubernommen werden soll.Genauso kann der Simulator berechnete Parameter an das Kontrollsystem �ubermitteln. Auch hier kannder Benutzer w�ahlen, ob der Parameter immer, nur einmal oder gar nicht �ubermittelt werden soll.Die Art der Ankopplung wird f�ur jeden Parameter in der Beschreibungsdatei der Beschleunigerstrukturvorgegeben, kann aber w�ahrend des Programmablaufs vom Benutzer ge�andert werden.BibliothekDie bisher geschilderte Art der Anbindung ist f�ur die interaktive Benutzung des Simulators mit Kon-trollsystemanbindung geeignet, bei dem das Kontrollsystem auf Anfrage des Simulators Ressourcen zurVerf�ugung stellt.Simulatorparameter, die zur unmittelbaren Steuerung des Beschleunigers verwendet werden k�onnen,m�ussen vom Simulator auf Anfrage des Kontrollsystems berechnet werden. Hier ist jedoch kein Ein-greifen eines Benutzers notwendig. Daher wurde eine Version des Simulators ohne Benutzerinterface,jedoch mit "C"{Zugri�sroutinen auf jeden Simulatorparameter erstellt. Zusammen mit einem Satz ein-fach aufrufbarer Routinen zum Ansto� von Berechnungen kann der Simulator so als Bibliothek in jedesProgramm eingebunden werden.Insbesondere konnten mit Hilfe dieser Bibliothek Regelmaschinen des ELSA-Kontrollsystems program-miert werden, die den Ein
u� von Parameter�anderungen des Kontrollsystems auf maschinenoptischeGr�o�en erfassen. Dabei wurden zun�achst zwei Regelmaschinen zur linearen Optik implementiert [Goetz94][Picard94]. Die Regelmaschine simlin berechnet anhand der aktuell eingestellten MaschinenparameterGr�o�en der linearen Maschinenoptik. Die Regelmaschine elsamodel hingegen berechet die lineare Optikauf Grund von hypothetischen Parametereinstellungen der Maschine, die der Benutzer direkt �uber dasELSA-Kontrollsystem eingeben kann. Damit kann der Ein
u� von Parameter�anderungen studiert wer-den, ohne die Maschinenparameter selbst zu modi�zieren. Die Erscheinungsbilder der Regelmaschinenim Men�u des ELSA-Kontrollsystems zeigt Abbildung 3.2.Damit ist der bidirektionale Datenaustausch zwischen ELSA{Kontrollsystem und Simulator implemen-tiert. Die doppelte Verkn�upfung des Simulators mit dem ELSA-Kontrollsystem, zum einen als ei-genst�andiges Programm, zum anderen als Regelmaschine, gew�ahrleistet eine konsistente Kopplung vonSimulation, Kontrolle und Diagnose unter verschiedenen Anforderungen und Betriebsparametern.Anbindung an das COSY{KontrollsystemDer Simulator ist in der Lage, aus einer Datei, in der Paare von Parameternamen und -werten stehen, dieihn betre�enden Parameter zu extrahieren und deren Werte einzulesen. Dies wird zur Anbindung an das59



(a) SimLin (b) ElsaModelAbbildung 3.2: Regelmaschinen f�ur den Simulator im ELSA-KontrollsystemCOSY{Kontrollsystem genutzt. Eine COSY-Parameterdatei, die das Kontrollsystem auf Anfrage desOperateurs schreibt, wird zun�achst in ein f�ur den Simulator verwendbares Format umgewandelt. Diesgeschieht mit Hilfe des auf Unix-Rechnern vorhandenen Werkzeugs zur automatisierten Bearbeitung vonTextdateien awk (siehe z.B.: [Abrahams], S. 353 �.). Hierbei �ndet eine Namenskonversion der Parameterauf Simulatornamen statt. Ferner m�ussen, da das COSY{Kontrollsystem zur Zeit nur technische Gr�o�enwie Str�ome und Spannungen ausgibt, alle Parameter auf die entsprechenden physikalischen Gr�o�en wieMagnetfeldst�arke und Ablenkwinkel umgerechnet werden.Das awk-script wird dem Simulator bei der De�nition der Anbindung in der Variablendatei vorgege-ben. Aufruf des awk-scripts und Einlesen der Parameter geschehen dann in regelm�a�igen Zeitabst�andenautomatisch. Diese Art der Anbindung ist nur zum Lesen von Daten durch den Simulator geeignet.Simulatordaten k�onnen so nicht vom Kontrollsystem genutzt werden. Die Anbindung ist zun�achst f�uralle Hauptmagnete von COSY realisiert, wobei die im COSY-Kontrollsystem vorgebbaren Impulsska-lierungen f�ur einzelne Rampen, die sogenannten Flattop-Skalierungen mit ber�ucksichtigt werden. ZurBer�ucksichtigung weiterer Parameter k�onnen in den entsprechenden Beschreibungsdateien des Simula-tors deren Namen jederzeit hinzugef�ugt werden.Ferner wurde auch f�ur COSY eine Bibliotheksversion des Simulators erstellt, die die einfache Einbindungvon Berechnungsfunktionen des Simulators f�ur COSY in andere Programme erlaubt.DatenausgabeUm Simulatordaten mit weiteren Programmen auswerten zu k�onnen, ist die Ausgabe von berechnetenParametern in eine Datei vorgesehen. Dabei kann der Benutzer beim Aufruf des Simulators festlegen,welche Daten er im Dateiformat ausgeben m�ochte. Insbesondere kann er zwischen Daten der linearenOptik, der nichtlinearen Optik, der Dichtefunktionen und der Ankopplung an das Kontrollsystem w�ahlen.Es kann jeweils zwischen einer kurzen und einer ausf�uhrlichen Form der Parameterausgabe entschiedenwerden. 60



Die Dateiausgabe wird beim Programmaufruf �uber eine Option gesteuert, wobei die Daten entweder aufdem Bildschirm ausgegeben, oder in eine Datei geschrieben werden k�onnen.Zum Abspeichern von Simulatoreinstellungen und Vergleich von Simulatorergebnissen mit anderen Si-mulationsprogrammen wurde die Ausgabe der aktuell im Simulator eingestellten Optik in eine Dateiimplementiert. Der Benutzer kann dabei zwischen verschiedenen Ausgabeformaten w�ahlen, je nachdemmit welchem Programm die Optik weiter berechnet werden soll. Zur Zeit implementiert sind Ausgabe-formate f�ur den Simulator selber, MAD 8.1[Grote], BETA 5.5 [Farv] und COSY INFINITY 5 [Berz90].
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Kapitel 4SimulationsergebnisseUm die Berechnungen des Simulators zu veri�zieren, wurden Simulatorergebnisse, soweit m�oglich, mit denErgebnissen anderer Simulationsprogramme verglichen. Dabei wurden die Programme MAD 8.1[Grote],BETA 5.5 [Farv] und COSY INFINITY 5 [Berz90] verwendet. Die aktuelle Simulatoroptik wurde jeweilsim entsprechenden Ausgabeformat des Simulators in eine Datei abgespeichert und dann mit dem jewei-ligen Programm analysiert. Diese Vergleichstests, die jeweils f�ur das ELSA- und das COSY-Latticedurchgef�uhrt wurden, werden zun�achst dargestellt.Danach wird auf den Vergleich von Ergebnissen des Simulators mit Me�ergebnissen eingegangen. An-hand dieses Vergleichs ist ein Abgleich der Feldst�arken der optischen Elemente im Simulator mit denentsprechenden Parametern des ELSA-Kontrollsystems m�oglich.Schlie�lich werden erste Ergebnisse der Anwendung des Simulators vorgestellt. Dabei werden die Extrak-tionsbedingungen im Stretchermode und im Nachbeschleunigungmode untersucht.4.1 Vergleich mit anderen Simulationsprogrammen4.1.1 Optische Funktionen und RingintegraleZum Vergleich der Simulationsergebnisse mit Resultaten anderer Programme wurden f�ur das ELSA-Lattice folgende Parameter gew�ahlt: kd = �0:597604 1m2 ;kf = 0:636002 1m2 :Mit diesen Quadrupoleinstellungen wurden die optischen Funktionen an einem charakteristischen Ort be-stimmt. Als Ort des Vergleichs der optischen Funktionen wurde f�ur ELSA der Beginn des fokussierendenQuadrupols in Halbzelle 10, der ELSA-Nomenklatur folgend als F 10 bezeichnet, gew�ahlt.F�ur COSY wurde als Ort des Vergleichs der Beginn des Target-Teleskops gew�ahlt. Die Quadrupolein-stellungen wurden f�ur einen Arbeitspunkt in der N�ahe der Resonanz Qx = 113 wie folgt gew�ahlt:MQT1: -0.6723 m�2; MQU1: -0.2827 m�2;MQT2: 0.5789 m�2; MQU2: 0.40443 m�2;MQT3: 0.6504 m�2; MQU3: -0.2827 m�2;MQT4: -0.5735 m�2; MQU4: 0.40443 m�2;MQT5: 0.6265 m�2; MQU5: -0.2827 m�2;MQT6: -0.5766 m�2; MQU6: 0.40443 m�2;MQT7: -0.6635 m�2;MQT8: 0.5856 m�2: 62



In Tabelle 4.1 und 4.2 sind die Ergebnisse f�ur die optischen Funktionen der verschiedenen Programmezusammengestellt. Dabei sind die optischen Funktionen �; � horizontal und vertikal, sowie die Disper-sion D und ihre Ableitung D0 horizontal aufgelistet. Es zeigt sich innerhalb der Rechengenauigkeit desComputers �Ubereinstimmung der Ergebnisse.Analog wurde ein Vergleich der Ringintegrale f�ur die verschiedenen Simulationsprogramme durchgef�uhrt.Zur Berechnung der D�ampfungszeiten und longitudinalen Parameter wurde f�ur ELSA eine Energie von2:3 GeV und eine HF-Spannung Û = 132000 V in jedem PETRA-Resonator angenommen. Die Er-gebnisse sind in Tabelle 4.3 dargestellt. Hierbei sind die Arbeitspunkte Q, der �Uberspannungsfaktor q,die Chromatizit�aten C, die D�ampfungszeiten � und die nat�urlichen Emittanzen � angegeben. Fernerwerden die nat�urliche Energiebreite (�p=p0)nat, der Momentum-Compaction-Faktor � und die mittlereabgestrahlte Energie pro Umlauf U0 aufgelistet. Die Ergebnisse der Rechnungen stimmen gut �uberein.Unstimmigkeiten lassen sich mit Berechnungsfehlern der einzelnen Programme erkl�aren.1F�ur COSY wurde eine Resonator-Spannung von Û = 10000 V und eine Gesamtenergie der Teilchen vonE = 1:2 GeV angenommen. Die Ergebnisse des Vergleichs sind in Tabelle 4.4 zu sehen. Die Bezeichnungenentsprechen denen in Tabelle 4.3. F�ur eine Protonenmaschine im Energiebereich von COSY ist dabeidie Angabe von nat�urlichen Emittanzen � und D�ampfungszeiten � nicht sinnvoll.Die Werte der Arbeitspunkte Qx; Qz stimmen innerhalb der Rechengenauigkeit des Computers �uberein.Au��allig ist die Abweichung der Q�-Werte bei BETA. Hier wird die stabile Phase der Synchrotron-schwingung zu �0 = 0 berechnet und ferner eine Formel zur Berechnung des Arbeitspunkts der Syn-chrotronschwingung (im folgenden kurz Synchrotronarbeitspunkt genannt) verwendet, die sich von derkorrekten Formel (siehe auch Abschnitt A.5) um den Faktor 1�0 unterscheidet. Auf Grund der guten�Ubereinstimmung der Berechnung von Q� des Simulators mit der von MAD kann der Wert als vertrau-ensw�urdig angesehen werden.2 Die geringen Abweichungen der Chromatizit�aten der Programme r�uhrenvon verschiedenen Berechnungsmethoden, wie unterschiedlicher Ber�ucksichtigung der Randfelde�ekte undverschiedener Integrationsmethoden her. Die Abweichungen liegen aber deutlich unterhalb der Me�ge-nauigkeit. Insgesamt ergibt sich eine sehr gute �Ubereinstimmung der berechneten Ringintegrale bei denverschiedenen Programmen.4.1.2 Poincar�eschnittZum Vergleich der nichtlinearen Berechnungen der verschiedenen Programme wurde die drittelzahligeResonanz im horizontalen Phasenraum analysiert. Dazu wurden f�ur ELSA bei oben angegebener Ma-schineneinstellung die Extraktionssextupole auf eine Feldst�arke von msx = 1 m�3 gesetzt. Das Ergebnisder Simulation mit den verschiedenen Programmen ist in Abbildung 4.1 zu sehen. Es zeigt sich eine gute�Ubereinstimmung der durch die verschiedenen Programme ermittelten Fixpunktlagen.Zum Vergleich der Fixpunktlagen f�ur COSY wurde im Unterschied zu den oben angegebenen Quadru-poleinstellungen die Quadrupolst�arke MQT1 auf 0:577 m�2 gesetzt, was zu einem Arbeitspunkt vonQx = 3:65848 f�uhrt. Ferner wurde die drittelzahlige Resonanz durch Wahl der Sextupolst�arke von MX01zu 4 m�3 angeregt. In Abbildung 4.2 auf S. 66 sind die von den verschiedenen Simulationsprogrammenermittelten Fixpunkte aufgetragen. Es zeigt sich eine gute �Ubereinstimmung der Fixpunktlagen.Zur Veri�kation der nichtlinearen Berechnungen im longitudinalen Phasenraum wurden die vomSimulatorberechneten Fixpunktlagen mit den von MAD ermittelten verglichen.3 Dabei wurde f�ur ELSA eineEnergie von 2.3 GeV vorgegeben und eine f�ur das Teilchen sichtbare Spannung von 132000 V in jedemPETRA-Resonator angenommen. Die Simulationsergebnisse zeigt Tabelle 4.5. Des weiteren erfolgteein Vergleich der Parameter mit den sich aus den Formeln in Anhang A.5 ergebenden Resultaten. DieBezeichnungen sind analog zu diesem Anhang gew�ahlt. Dabei ist �0 der Phasenwinkel des Sollteilchens,�� die Bucketl�ange und p�;max die maximale relative Impulsabweichung im Bucket. Es zeigt sich gute�Ubereinstimmung zwischen den vom Simulator und der Theorie vorausgesagten Werten.1MAD berechnet die Chromatizit�at ohne Ber�ucksichtigung von Randfelde�ekten und mit einer quadratischen N�aherungf�ur die optischen Funktionen im Inneren der Elemente. Wegen fehlerhafter Berechnung von � in MAD 8.7 wurden longi-tudinale Berechnungen f�ur COSY mit MAD 8.10 durchgef�uhrt. BETA berechnet den Phasenwinkel f�alschlicherweise als�0 = 0. Ferner berechnet BETA den Synchrotronarbeitspunkt um den Faktor 1�0 falsch.2Eine experimentelle Veri�kation des Arbeitspunktwertes ist an ELSA nicht m�oglich, da die HF-Leistung nicht absolutgemessen werden kann.3MAD berechnet nicht die Bucketl�ange, sondern nur die der nat�urlichen Energiebreite entsprechende Bunchl�ange.63



�x [m/rad] �x [1/rad] Dx [m] D0x �z [m/rad] �z [1/rad]XSim 17.366 -2.786 3.298 0.486 2.226 0.546MAD 17.366 -2.786 3.298 0.486 2.226 0.546Beta 17.366 -2.786 3.298 0.486 2.226 0.546COSY 17.366 -2.786 2.226 0.546Tabelle 4.1: Berechnung der optischen Funktionen f�ur ELSA im Vergleich�x [m/rad] �x [1/rad] Dx [m] D0x �z [m/rad] �z[1=rad]XSim 5.582 -0.014 4.262 -0.080 36.114 -0.215MAD 5.582 -0.014 4.262 -0.080 36.114 -0.215BETA 5.582 -0.014 4.262 -0.080 36.114 -0.215Tabelle 4.2: Berechnung der optischen Funktionen f�ur COSY im VergleichXSim MAD BETA COSYQx 4.65802 4.65802 4.658023 .658028Qz 4.61696 4.61696 4.616965 .616968Q� 0.012659 0.012543 0.017514q 1.17113 1.17108Cx -5.50698 -5.437227 -5.45713Cz -6.2785 -5.91596 -5.891058�x[s] 0.0139778 0.013071 0.013096�z[s] 0.0111902 0.011190 0.011178�s[s] 0.00508779 0.0052196 0.0052076�x[�m � rad] 4.61323�10�7 4.2903�10�7 4.3380�10�7�z[�m � rad] 0 0 0��pp �nat 0.00056693 0.00057422 0.00057460� 0.06148 0.06148 0.06148U0[eV ] 225424 225430 225720Tabelle 4.3: Berechnung der Ringintegrale f�ur ELSA im VergleichXSim MAD BETAQx 3.66663 3.666627 3.666623Qz 3.69322 3.693217 3.693218Q� 0.001143 0.001107 0.000712Cx -3.1315 -2.814052 -3.1241Cz -8.1967 -7.397058 -8.6286� 0.2288 0.228764 0.2288� -0.3825 -0.3825Tabelle 4.4: Berechnung der Ringintegrale f�ur COSY im Vergleich�0[0] ��[m] p�;maxXSim 121.36 0.159 0.00048MAD 121.36 { 0.00048Theorie 121.36 0.159 0.00048Tabelle 4.5: Berechnung der longitudinalen Fixpunkte f�ur ELSA im Vergleich64
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XSimMADBETA
Abbildung 4.1: Fixpunkte der drittelzahligen Resonanz bei ELSA4.2 Vergleich mit Me�ergebnissen4.2.1 RingintegraleDie in [Goetz94] mit dem dort beschriebenen System zur Spektralanalyse der Teilchenbewegung in Echt-zeit erstellte Me�reihe der zu verschiedenen Quadrupoleinstellungen geh�orenden horizontalen Arbeits-punkte im Bereich Qx = 4:2 : : :4:8 konnte zum Vergleich der Simulationsergebnisse mit den tats�achlichenGegebenheiten an ELSA genutzt werden. Es stellte sich heraus, da� der gemessene horizontale Ar-beitspunkt im gesamten erfa�ten Bereich jeweils um �Qx = 0:027 h�oher als der berechnete lag. UnterBer�ucksichtigung des O�sets �Qx war die Restabweichung im Arbeitspunkt jedoch im Bereich von ca.1=1000.Eine vergleichbare Messung des vertikalen Arbeitspunkts konnte aus technischen Gr�unden nicht durch-gef�uhrt werden [Goetz94].Eine konstante Arbeitspunktabweichung ist vermutlich auf eine fehlerhafte Anpassung zwischen Quadru-polstr�omen und Dipolstrom zur�uckzuf�uhren, die sich in einem begrenzten Arbeitspunktbereich als O�setauswirkt. Korrekte Ergebnisse f�ur den Arbeitspunkt liefert der Simulator, wenn die Quadrupolst�arkenf�ur F- und D-Quadrupole um den Faktor kkorr = 1:0043 korrigiert werden. In diesem Falle ist f�ur dievertikale Arbeitspunktabweichung ein Wert von �Qz = �0:025 im betrachteten Arbeitspunktbereich zuerwarten.Der Arbeitspunkt zeigt bei ELSA eine Abh�angigkeit von den eingestellten Sextupolst�arken. Diese wurdevermessen, die Ergebnisse sind in Tabelle 4.6 dargestellt. Dabei ist @Qx@mf die gemessene Arbeitspunktver-schiebung bei �Anderung der Anregung der Sextupolfamilie f . Diese Arbeitspunkt�anderung kann durcheine mittlere Verschiebung des Closed-Orbit im Sextupol < �x >sxpol aufgefa�t werden mit:�Qx = 14� Z �mf�x(s)ds ' < �x >sxpol4� Z � mf ds:Mit Hilfe des Simulators wurde die mittlere Verschiebung im Sextupol, die zur beobachteten Arbeits-punkt�anderung f�uhrt, ermittelt.Die entsprechenden O�sets wurden als Verschiebungen der Sextupole in der Elemente-Datei (siehe An-hang A.8) des Simulators eingetragen, die Arbeitspunktverschiebungen werden korrekt reproduziert. Da-mit ist der Simulator in der Lage, den Ein
u� der Sextupole auf den horizontalen Arbeitspunkt zuerfassen. 65
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Abbildung 4.2: Fixpunkte der drittelzahligen Resonanz bei COSYmsf msd msx@Qx@mf [ 1m3 ] .005 0 -0.002< �x >sxpol [mm] 3.4 0 -1.4Tabelle 4.6: Auswirkung der Sextupole auf den ArbeitspunktIn die analytische Bestimmung des longitudinalen Arbeitspunkts Q� geht die vom Strahl geseheneResonator-Spannung V0 ein (siehe Anhang A.5). Zum Vergleich der Me�ergebnisse mit den Simula-torberechnungen f�ur Q� mu� also zun�achst V0 ermittelt werden. Bei ELSA ist zur Zeit4 die Resonator-Spannung nicht direkt, sondern nur ein zur Resonator-Leistung proportionales Signal f�ur den DORIS-Resonator verf�ugbar. Sei PDoris / V 20 = �2S die zum Signal S proportionale Leistung des DORIS-Resonators, wobei S die Leistung der Auskoppelschleife des DORIS-Resonators in Watt beim gegenw�arti-gen Me�aufbau ist. So ist: Q4� =  (�� 1
20 )k2��20p0c !2 �(e�)2S � U20 � :Nach Messung von Q� gegen S kann durch einen gewichteten Geraden�t von Q4� = mS + b die gesuchteGr�o�e � bestimmt werden zu: � = pm 2��20p0c(�� 1
20 )k ;wobei � ein konstanter Proportionalit�atsfaktor, und damit nicht energieabh�angig ist. Die Messung wurdedurchgef�uhrt, indem die Ansteuerung der HF verstellt, das von einem Monitor [Keil] gesehene Strahl-signal durch einen Spektrumanalysator erfa�t und daraus der Synchrotronarbeitspunkt ermittelt wurde.Dies wurde f�ur verschiedene Energien wiederholt. Die Messung ist mit Hilfe des EPOS-Systems unddes neuen Kontrollsystems [Goetz94][Picard94] weitgehend automatisiert. Auslesen des Spektrumana-lysators, Vermessen der Arbeitspunktpeaks, Berechnung des Arbeitspunkts, graphische Darstellung desErgebnisses und Einstellung der HF-Ansteuerung werden durch ein EPOS-Programm durchgef�uhrt. DerBenutzer mu� nur noch kontrollieren, ob die Me�ergebnisse physikalisch sinnvoll sind. Es ergibt sich:� = 2:00 � 106V=pW:4Stand: 12. Juli 1994. Das Leistungssignal der DORIS-Resonator wird mit dem als s7 bezeichneten Me�ger�at imELSA-HF-Raum gemessen. 66



Ein Vergleich der gemessenen Arbeitspunkte Q� f�ur verschiedene Energien mit den vom Simulator be-rechneten Werten zeigt Abweichungen �Q� < 0:0002, wobei allerdings zu beachten ist, da� f�ur kleineResonator-Leistungen auf Grund des schnellen Strahlverlusts die Me�ungenauigkeit des Synchrotronar-beitspunkts gr�o�er als �Q�;max ist.5Die horizontale Chromatizit�at von ELSA wurde durch Ver�anderung des Stromes der Hauptdipole ge-messen.6 Eine Strom�anderung �I der Hauptmagnete f�uhrt zu einer Feld�anderung von �BB = �II . Dabei fester HF-Frequenz f�ur die Elektronenmaschine �BB = �pp0 ist, kann so f�ur verschiedene Impulsabwei-chungen der Arbeitspunkt gemessen werden. Die Messung wurde durchgef�uhrt, und es ergibt sich f�urdie nat�urliche Chromatizit�at ein Wert von Cx = �5:8� 0:11. Bei �Anderung von �BB verschiebt sich derClosed-Orbit nicht, da die umlaufenden Teilchen, bedingt durch die Phasenfokussierung, eine entspre-chende �pp0 -�Anderung vollziehen. Damit ist die �BB -Methode nur sensitiv auf die durch die �Anderungder Fokussierungsst�arke der Quadrupole hervorgerufene Arbeitspunkt�anderung. E�ekte der Bahnver-schiebung und damit Sextupole�ekte werden nicht erfa�t. Unter Vernachl�assigung all dieser Ein
�usseliefert der Simulator f�ur die eingestellte Optik eine Chromatizit�at von Cx;sim = �6:1 in hinreichend guter�Ubereinstimmung mit der Messung.Ein bislang ungel�ostes Problem ergibt sich jedoch bei Messung der Chromatizit�at durch �Anderung von�ff0 . Durch diese Frequenz�anderung wird dem Strahl eine Impuls�anderung �pp0 aufgezwungen (siehe S. 23);die Teilchen laufen auf Dispersionsbahnen. Mit dieser Methode wird die Chromatizit�at zu Cx = �10:5gemessen. Der Wert wurde in einer Anzahl von Messungen veri�ziert, trotz Ber�ucksichtigung von beidieser Messung auftretenden Verschiebungen des Closed-Orbit imSimulator weicht dessen RechenergebnisCx;sim = �5:5 betr�achtlich vom Me�wert ab. Dieser Widerspruch ist bislang ungekl�art, jedoch sind auchbei anderen Beschleunigern Abweichungen von anhand der linearen Optik berechneter zu gemessenerChromatizit�at beobachtet worden (siehe z.B.: [Zotter]).4.2.2 PhasenraummessungenDie in [Picard94] mit dem dort beschriebenen System zur Phasenraummessung aufgenommenen Datenkonnten zum Vergleich der nichtlinearen Berechnungen des Simulators mit den Verh�altnissen an ELSAherangezogen werden. Mit diesem Me�system werden an jeweils zwei Monitoren in ELSA gleichzeitig dieAblagen eines in ELSA umlaufenden Teilchenensembles umlaufsynchron erfa�t. Aus den so erhaltenenDaten kann ein Phasenraumbild der koh�arenten Schwingung des Teilchenensembles an beiden Monitorenberechnet werden.7 Den schematischen Aufbau des Systems zur Phasenraummessung zeigt Abbildung4.3.Dabei wird das Lagesignal eines Teilchenensembles an zwei Orten im Ring mit Hilfe von Strahllagemo-nitoren aufgenommen. Da diese Monitore nur die mittlere Strahllage erfassen k�onnen, mu� zur Messungder Strahl koh�arent angeregt werden. Aus den beiden erhaltenen Ablagen k�onnen, mit Hilfe der Trans-fermatrix zwischen den Monitorpositionen, die zugeh�origen Richtungen berechnet werden. Seien x1; x2die gemessenen Lagen und M = fmijg die Transfermatrix zwischen den Positionen 1 und 2. Dann ist:x01 = x2 �m11x1m12 ;x02 = m22x2 � x1m12 :Dabei mu� nur die Transfermatrix zwischen den Monitoren bekannt sein. Ferner mu� die Signalnahmeumlaufsynchron getriggert werden. Bei ELSA geschieht dies durch die aus dem HF-Signal abgeleiteteUmlauf-Clock des neuen Timing-Systems[Goetz94][Picard94]. Ferner m�ussen Laufzeitunterschiede zwi-schen den Monitoren ausgeglichen werden und die Verst�arkung der Monitorelektroniken mu� gleich sein.Im einfachsten Fall sind dabei die Positionen 1 und 2 identisch, und die Signale x1 und x2 bilden dieAblagen des Teilchenensembles bei aufeinanderfolgenden Uml�aufen. So kann mit einem Monitor ein Pha-senraumbild an der Position des Monitors erzeugt werden. Dadurch entf�allt auch die Notwendigkeit,5F�ur die PETRA-Resonatoren ist die Angabe eines entsprechendenEichfaktors � zur Zeit nicht m�oglich, da die Koppelf-aktoren der in beiden Resonatoren installierten Koppelschleifen unbekannt und verschieden sind. Ferner kann die Leistungder einzelnen PETRA-Resonatoren nicht unabh�angig voneinander geregelt werden.6Die durch einen Kontrollsystem-Experten [Goetz94] realisierte automatischewechselseitigeAngleichung von Dipolstromund Energienormierung der Quadrupole und Sextupole mu�te f�ur diese Messung abgeschaltet werden.7Zu den hier vorgestellten Auswertungen analogen Ergebnissen vergleiche [Picard94].67



Abbildung 4.3: System zur PhasenraummessungLaufzeit und Verst�arkung anzugleichen. Jedoch mu� hier zur Berechnung des Impulses die gesamte Ring-matrix als bekannt vorausgesetzt werden. Damit entspricht der Informationsgehalt der mit einemMonitorermittelten Phasenraum�gur derjenigen in normalisierten Koordinaten, w�ahrend die mit zwei Monitorenbestimmte Phasenraum�gur sinnvoll in x; x0-Koordinaten aufgetragen werden kann. Die Auswertung dermit einem Monitor gewonnenen Daten kann dann direkt in normalisierten Koordinaten erfolgen, wobeidie Ableitungen x0 aus den Di�erenzen jeweils zweier aufeinanderfolgender Ablagen ermittelbar ist.8Das so erhaltene Signal kann nach Frequenzanteilen aufgespalten werden. Das Lagesignal x ist zusam-mengesetz aus: x = xCO + xD + x�:Dabei ist xCO der Anteil des Closed-Orbit, der an einer Position zeitunabh�angig ist. Der DispersionsanteilxD ver�andert sich abh�angig von der Teilchenenergie und damit mit der Zeitkonstante der Energieschwin-gung f0Q� von ca. 50 kHz bei ELSA, wo die Umlau�requenz f0 = 1:823MHz ist. Der Betatronanteil x��andert sich mit der Zeitkonstante des Betatronarbeitspunkts f0Qx � f0Q� im MHz-Bereich (siehe auchTabelle 1.1). Daher k�onnen die verschiedenen Anteile der Teilchenbewegung, durch Heraus�lterung derjeweils anderen Frequenzanteile aus dem Signal, getrennt werden. Durch einen Tiefpa� wird der Closed-Orbit-Anteil xCO aus dem Signal gewonnen, mit einem Bandpa� kann der Dispersionsanteil xD ermitteltwerden und durch einen Hochpa� ergibt sich der Betatronanteil x�.9 Die Signal�lterung ist mit denEPOS-Werkzeugen zum Entwurf und der Anwendung digitaler Filter [Picard94] leicht ausf�uhrbar, wasdie Bedeutung der komplexen Signalanalysewerkzeuge von EPOS f�ur Diagnosemessungen unterstreicht.Bei ELSA ist die umlaufsynchrone Datennahme eines kalibrierten Monitorsignals zur Zeit nicht m�oglich.Jedoch wirkt sich die fehlende Kalibrierung f�ur kleine Ablagen nur in einem Skalierungsfaktor und einem8Eine numerisch genauere Methode zur Ermittlung von x0 in normalisierten Koordinaten geschieht mit Hilfe der Fou-riertransformation. Ist x das gemessene Signal und F die Fouriertransformation, so ist x0 = �iF�1 (! (F(x)) (!)). Beidieser Methoden mu� zwar, im Gegensatz zur im Text vorgestellten Methode, der Arbeitspunkt Qx zur Auswertung nichtexplizit bekannt sein, dieser kann jedoch leicht mit hinreichender Genauigkeit aus den gemessenen Daten bestimmt werden.9Falls der Abstand im Frequenzraum zwischen einer der charakteristischen Frequenzen 0;Q�f0 und Qxf0 sehr kleinist, m�ussen Filter sehr hoher Ordnung verwendet werden, die Zahl der Datenpunkte mu� deutlich gr�o�er als der Kehrwertdes kleinsten vorkommenden Frequenzabstandes sein. Als Tiefpa� zur Bestimmung des Closed-Orbit-Anteils dient imeinfachsten Fall die Mittelwertbildung �uber alle Datenpunkte. Die Mittelwertbildung liefert jedoch nur korrekte Ergebnisse,falls kein nennenswerter Frequenzanteil im Signal bei Vielfachen der Abtastfrequenz vorhanden ist (siehe [Keil]). Ansonstenmu� ein spezieller Tiefpa��lter verwendet werden (siehe [Picard94]).68



O�set der Phasenraum�gur aus, die unbekannt sind. Die Form und relative Gr�o�e der Phasenraumbilderbleibt erhalten, der O�set f�uhrt allenfalls zu einer Verschiebung der Phasenraum�gur.Mit dem beschriebenen System wurden in [Picard94] an ELSA mit den Monitoren in den Halbzellen (imfolgenden als HZ bezeichnet) 1 und 32 bei ausgeschalteten Extraktionssextupolen Phasenraummessungendurchgef�uhrt.
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0.5 ist [Picard91]. Ferner kann in der N�ahe einer Resonanz mit Q ' nm f�ur jeden m-ten Datenpunkt einDrehsinn de�niert werden. In Tabelle 4.7 sind die Drehrichtungen zusammengefa�t.In den in Abbildung 4.4 gezeigten F�allen ist der Drehsinn bei jedem Umlauf f�ur Messung und Simulationlinks, in �Ubereinstimmung mit q = 0:625 > 0:5. Der Arbeitspunkt ist in der N�ahe einer achtelzahligenResonanz. Der aus diesen Daten durch Fouriertransformation ermittelte Arbeitspunkt war Qx = 4:625,wobei sich innerhalb der Me�ungenauigkeit des Arbeitspunkts nicht unterscheiden lie�, ob der Arbeits-punkt unter- oder oberhalb von 378 war. Der Drehsinn bei jedem achten Umlauf des Phasenraumbildes istjedoch rechts, so da� aus dem Phasenraumbild Q > 378 folgt. Der Simulator bietet eine Darstellungsweise,bei der jeder Phasenraumpunkt mit der Nummer des Umlaufs markiert ist, wie in Abbildung 1.1 auf S. 6,die vom Simulator erstellt wurde, beispielhaft dargestellt ist. Daran kann sofort der Drehsinn bei jedembzw. jedem m-ten Datenpunkt ermittelt werden.
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den �au�eren 15% des stabilen Phasenraumbereichs einnimmt.Das gemessene Di�erenzsignal zeigt dabei eine Abnahme der Amplitude mit steigender Umlaufzahl. Die-ses Signal ist ein Ma� f�ur die Position des Schwerpunkts der umlaufenden Teilchenverteilung. Seinezeitliche Abnahme ist wegen der, durch die Amplitudenabh�angigkeit des Arbeitspunkts bedingten, Fila-mentation der Teilchenverteilung zu erwarten. Die Nachbildung der Filamentation mit dem Simulatorzeigt jedoch, da� die starke Abnahme w�ahrend der ersten 100 Uml�aufe nicht durch Filamentation zuerkl�aren ist. Hier ist wahrscheinlich Teilchenverlust eingetreten. Die Teilchenverteilung wurde also sostark angeregt, da� sie auf die Separatrix zu liegen kam. Die Teilchen au�erhalb des stabilen Bereichs ge-hen bei Erreichen des instabilen Fixpunkts verloren, w�ahrend die Teilchen innerhalb des stabilen Bereichsihre Bewegungsrichtung �andern und entlang der n�achsten Kante der Separatrix weiterwandern.Die Darstellung der Signale als Punkte zeigt weiterhin das charakteristische Bild der Teilchenbewegung inder N�ahe der Resonanz, wie es auch vom Simulator reproduziert wird. Sei Qres = nm der Resonanzarbeits-punkt. In der N�ahe vonQres bilden sichm sinusf�ormige Kurven mit Phasenverschiebung 2�m im Lagesignalaus. Das Teilchen durchl�auft die Kurven zyklisch. Die einzelne Kurve hat die Frequenz �Q = jQ�Qresj.Dies entspricht dem Separationsansatz f�ur die Teilchenbewegung in der N�ahe der nichtlinearen Resonanz,wie sie auf S. 32 �. dargestellt wurde: Das resonante Teilchen folgt der Resonanzbewegung mit demArbeitspunkt Qres; das Teilchen in der N�ahe der Resonanz f�uhrt um die resonante Bewegung Schwin-gungen mit dem Arbeitspunkt �Q = jQ � Qresj aus. Im vorliegenden Fall dauert eine Schwingung ca.165 Uml�aufe, was einem Arbeitspunktabstand von der Resonanz von �Q = 0:0061 entspricht, in guter�Ubereinstimmung mit dem gemessenen Arbeitspunktabstand Q� Qres = 4:6603� 4:6666 = 0:0063.
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nach einem Umlauf weit im Inneren der Resonanz be�ndet, kann der nichtlineare Anteil der Bewegung alsvernachl�assigbar angenommen werden. Es wurde jedoch das Spektrum sowohl f�ur die lineare, als auch dienichtlineare Bewegung unter Verwendung der bekannten Werte f�ur Qx; Q� simuliert. Aus dem Vergleichzwischen Simulation und dem gemessenen Spektrum lassen sich die Linien des Spektrums zuordnen. Deran 0.5 gespiegelte Arbeitspunktpeak ist bei einer Frequenz von qx = 0:340 zu sehen. Benachbart sind f�urdas Signal in HZ 18 und HZ 19 bei 0:357 und 0:323 Seitenb�ander zu sehen. Diese Seitenb�ander werdendurch die, aus der Synchrotronschwingung resultierende, Phasenmodulation des Signals hervorgerufenen.Sie werden im folgenden als Synchrotronseitenb�ander bezeichnet. Nach der Theorie f�ur die lineare Be-wegung sind jedoch die Synchrotronseitenb�ander gleicher Ordnung in der Amplitude gleich, und fernerh�angt die relative Amplitude nicht von der Monitorposition ab (siehe Abschnitt 2.5). Die Me�daten zeigenjedoch verschieden hohe Synchrotronseitenb�ander. Die �Uberh�ohung des linken Synchrotronseitenbandesim gemessenen Spektrum k�onnte auf die im simulierten nichtlinearen Spektrum zus�atzlich auftretendeFrequenzlinie bei 2Qx = 0:320 zur�uckzuf�uhren sein. Jedoch zeigen sich �ahnliche Asymmetrien der Syn-chrotronseitenb�ander auch bei ausgeschalteten Sextupolen und Arbeitspunkten weit ab der Resonanz, soda� auch andere Ein
�usse, insbesondere solche der Monitorelektronik, daf�ur verantwortlich sein k�onnen.Der Pegelunterschied zwischen dem Arbeitpunktpeak und dem rechten Synchrotronseitenband betr�agt ca.30 dB. Dieser Pegelunterschied wird allein durch die Amplitude der koh�arenten Synchrotronschwingungbestimmt. Damit kann das gemessene Spektrum, obwohl es mit einem unkalibrierten Monitor aufgenom-men wurde, geeicht werden. Durch ein Vergleich mit Ergebnissen des Simulators kann J� abgesch�atztwerden als Js ' 2 � 10�5mrad =̂ �max = 6cm =̂ p�;max = 0:0006.
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ist, tritt der Dispersionspeak hier nicht auf. Das Amplitudenverh�altnis zwischen dem Dispersionspeakund den Synchrotronseitenb�andern des Arbeitspunkts ist, bei bekannter Dispersion am Ort des Moni-tors und gegebener Amplitude der Synchrotronschwingung J�, nur von der Amplitude der horizontalenSchwingung Jx abh�angig. Mit Hilfe des Simulators kann daher im Vergleich von Dispersionspeak mitArbeitspunktpeak die Amplitude der horizontalen Schwingung zu Jx ' 5:0e� 6 ermittelt werden. DieseZahlenangaben sind auf Grund der Me�ungenauigkeit und des unbekannten Rauschanteils des Signalsjedoch nur als Absch�atzung der Gr�o�enordnung zu verstehen. Ferner ist f�ur beide Signale eine Fre-quenzlinie bei qz = 0:43 zu sehen, die durch die horizontale Simulation nicht erfa�t wird. Es k�onntesich um den vertikalen Arbeitpunkt handeln, der aufgrund physikalischer oder me�technischer [Goetz90]Gegebenheiten in den horizontalen Frequenzraum koppelt.Der DC-Anteil des Spektrums und damit das Signal bei der Nullfrequenz enth�alt O�sets der Monitor-elektronik und kann somit physikalisch nicht sinnvoll ausgewertet werden.Das sich aus den Lagedaten ergebende Phasenraumbild im Vergleich von Messung und Simulation ist inAbbildung 4.7 auf S. 72 zu sehen. Die Teilchenbewegung schreitet dabei von au�en nach innen fort. Deut-lich sind Umkehrpunkte der Teilchenbewegung zu sehen. Der Vergleich mit den Bildern des Simulatorslegt es nahe, diese Umkehrpunkte mit den Fixpunkten der Separatrix zu identi�zieren.Der Drehsinn der Punkte im von Messung und Simulator gelieferten Phasenraumbild bei jedem Umlaufist dabei jeweils links, da der fraktionelle Arbeitspunkt q = 0:660 > 0:5. Der Drehsinn bei jedem drittenUmlauf ist jeweils links, in �Ubereinstimmung mit Q < 143 .
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die Richtung des Dispersionsvektors an jedem Monitor bestimmt und auf �Ubereinstimmung mit denSimulatorergebnissen gepr�uft werden. F�ur die Monitorposition HZ 19 ergibt sich gute �Ubereinstimmung.F�ur COSY wurden analoge Messungen durchgef�uhrt, wobei die vorgestellte Methode der Phasenraum-messung mit einem Monitor verwendet wurde. Da eine Triggerung der Signalnahme mit dem Teilchen-umlauf nicht m�oglich war, mu�te aus den Me�daten ein umlaufsynchrones Signal herausge�ltert werden.Dies geschah durch ein EPOS-Programm. Eine Version von EPOS [Goetz90] [Picard91] wurde demBeschleuniger-Labor des Forschungszentrums J�ulich f�ur diese Analyse zur Verf�ugung gestellt. Abbildung4.10 auf S. 74 zeigt das Bild einer Phasenraummessung in COSY. Der Arbeitspunkt lag in der N�ahe derdrittelzahligen Resonanz bei Qx = 11=3. Zur Hervorhebung des Teilchenverhaltens nahe der Resonanzwurde jeder dritte Punkt verbunden.Die Lage der Phasenraum�gur ist hier durch die vorgegebenen Werte der optischen Funktionen festgelegt.Die Simulation wurde in linearer N�aherung durchgef�uhrt, wobei der Arbeitspunkt f�ur optimale �Uberein-stimmung der Schrittweiten in Simulation und Messung gew�ahlt wurde. Als Arbeitspunkt ergibt sichQx = 3:646. Die lineare N�aherung gibt die ellipsenf�ormige Teilchenbewegung gut wieder. Au��allig istjedoch der starke Pegelverlust des Di�erenzsignals. Die Filamentation dr�uckt schon nach ca. 50 Uml�aufendas Signal unter die Rauschschwelle. Der Grund f�ur diese starke D�ampfung ist bislang ungekl�art. Falls dieFilamentation auf nichtlineare Felder in der Maschine zur�uckzuf�uhren ist, kann aus der Filamentationszeitdie quadratische Arbeitspunktbreite im Strahl abgesch�atzt werden, und es ergibt sich (siehe Abschnitt2.3.1): < (�Q)2 >' 0:01:4.3 Untersuchungen zur Extraktionse�zienz bei ELSA4.3.1 StretchermodeIm folgenden sollen die gegenw�artigen Parameter der Resonanzextraktion untersucht werden. Parameter,die die Qualit�at der Extraktion beein
ussen, sind:� Schrittweite am Septum, insbesondere die dadurch bestimmte� Extraktionse�zienz und� Schrittzahl der instabilen Teilchen bis zur Extraktion.Nach einer generellen Darstellung der Extraktionsverh�altnisse bei den typischerweise im Stretchermodebenutzten Maschineneinstellungen werden diese Parameter der Extraktion zun�achst im einzelnen unter-sucht, M�oglichkeiten der Verbesserung werden im Anschlu� diskutiert.Darstellung der Extraktionsbedingungen bei ELSABei der Resonanzextraktion im Stretchermode wird bei Injektionsenergie der Teilchenstrahl durch Fahreneiner Rampe der Luftquadrupole extrahiert. Als Ausgangspunkt f�ur die Betrachtungen zur Resonanz-extraktion im Strechtermode dienen die �ublicherweise eingestellten Betriebsparameter (siehe [Neckenig],S. 43): Qx;start Qx;end msx msf msd4.656 4.664 0.45 m�3 1.52 m�3 0 m�3wobei Qx;start der Arbeitspunkt zu Beginn der Quadrupolrampe, Qx;end der Arbeitpunkt am Ende derQuadrupolrampe und mf die Sextupolst�arke der Familie f ist. Die gew�unschte Arbeitspunktwahl ist zuerreichen durch: kd = �0:597604m�2; kf = 0:63585m�2 f�ur Qx;start. Der Endarbeitspunkt Qx;end kanndurch eine St�arke der Luftquadrupole von kl = 0:0037 m�2 erreicht werden, wobei alle vier Luftquadru-pole gleichsinnig angeregt werden. Der Endarbeitspunkt ist dabei nicht genau der Resonanzarbeitspunkt.Bei der bei ELSA verwendeten Injektionsmethode kann der Strahl nicht genau auf die Sollbahn injiziert75



werden. Die Teilchenverteilung ist daher im Phasenraum bez�uglich des Closed-Orbit nach au�en ver-setzt. Der von der Teilchenverteilung �uberdeckte Winkelbereich weitet sich danach durch Filamentationaus, diese Aufweitung �andert jedoch die Emittanz des einzelnen Teilchens nicht, da die Extraktionszeitwesentlich kleiner als die nat�urliche D�ampfungszeit ist. Daher bildet sich ein ringartiges Strahlpro�l imhorizontalen Phasenraum aus, in der Mitte ist die Teilchendichte nahezu Null. Dieser sogenannte HollowBeam f�uhrt dazu, da� die Resonanz nicht ganz �uberfahren werden mu�, um den Strahl vollst�andig zuextrahieren (siehe dazu [Neckenig], S. 44 f.).Abbildung 4.11 zeigt die Separatrix im Vergleich bei MSE 20 und MSE 22 zu Beginn und Ende derQuadrupolrampe. Die Emittanz der Fixpunkte zu Rampstart ist �fix;start = 2:0 � 10�4m rad, zumRampende �fix;end = 4:3�10�5m rad. Es sind jeweils die drei auslaufenden �Aste der Separatrix dargestellt.Die V- bzw. X-f�ormige Struktur im rechten Teil jedes Bildes stellt das Extraktionsseptum dar.
(a) MSE 20, Rampstart (b) MSE 20, Rampende
(c) MSE 22, Rampstart (d) MSE 22, RampendeAbbildung 4.11: Separatrixlage am Ort der SeptaBei ELSA stehen die Extraktionssepta ringausw�arts, so da� nur ein nach au�en (x > 0) gerichteterSeparatrixast f�ur die Extraktion in Frage kommt. Bei beiden Septa ist jeweils nur ein Separatrixastnach au�en gerichtet. Dieser f�ur die Extraktion relevante Separatrixast liegt im IV. Quadranten derPhasenraumebene und wird im folgenden als relevanter Separatrixast bezeichnet.Extraktionse�zienzDas auslaufende Teilchen wird extrahiert, wenn das Septum die Aperturbegrenzung auf dem relevantenSeparatrixast bildet. Dabei h�angt die Extraktionse�zienz � vom Verh�altnis der Septumdicke dsep zurSchrittweite �xsep in x-Richtung am Septum ab:1� � = 1� NextNtot = dsep�xsep ;76



Rampstart RampendeMSE 20 MSE 22 MSE 20 MSE 22xsep [m] 0.073 0.07 0.045 0.049 Optimalex0sep -0.012 -0.01 -0.0082 -0.0077 Septumpositionxfix 0.053 0.046 0.013 0.011 Ort des relevantenxfix -0.0079 -0.0059 -0.0019 -0.0014 Fixpunkts�xsep [m] 0.01 0.01 0.07 0.050 Schrittweite anSeptumsposition�x0sep -0.0015 -0.002 -0.013 -0.0077 Rampstartdsep;eff 0.001 0.001 0.0024 0.0020 E�. Septumdicke undE�zienzNextNtot 0.9 0.9 0.96 0.91Turns 70 190 Umlaufzahl bis zum Er-reichen des SeptumsTabelle 4.8: Parameter der Resonanzextraktion zu Rampstart und Rampendewobei Next die Zahl der extrahierten und Ntot die Gesamtzahl der Teilchen ist. Ist �xsep < dsep, sotre�en alle Teilchen auf die Septumschneide. F�ur �xsep > dsep kann, da Teilchen statistisch auf demSeparatrixast verteilt sind, der angegebene Anteil der Teilchen das Septum �uberspringen. Je gr�o�erdie Schrittweite, desto h�oher also die Extraktionse�zienz. Jedoch steigt mit h�oherer Schrittweite auchdie Emittanz des extrahierten Strahls. Da die Teilchen nach �Uberspringen des Septums Abst�ande vomSeptum von 0 bis (�xsep�dsep) haben, ist damit die Anfangsbreite des extrahierten Strahls vorgegeben.Bei ELSA betr�agt die Dicke der Vorsepta dsep = 1 mm. Die Extraktionse�zienz soll durch die Sprung-weite nicht wesentlich eingeschr�ankt werden. Daher wird im folgenden von einer Positionierung der Septaan einem Ort mit Sprungweite �xsep = 1 cm ausgegangen. Die den Bedingungen zum Rampstart ent-sprechende Lage der Septa im Phasenraum ist in Abbildung 4.11 dargestellt. Wie aus dem Bild und derTabelle der Parametereinstellungen zu entnehmen ist, sind die zum Erreichen einer Extraktionse�zienzvon 90% notwendigen Bedingungen f�ur ELSA durchaus erf�ullbar. Dabei ist zu beachten, da� f�ur einTeilchen mit endlichem Winkel x0 das Septum dicker wirkt, da es auf seinem Weg entlang des Septumshorizontal die Strecke �dsep = lsep sin(x0) ' lsepx0 zur�ucklegt, wobei lsep die Septuml�ange ist. Ein Teil-chen in einem geringeren Abstand vom Septum als �dsep tri�t daher beim Vorbei
ug auf das Septum.Dies kann auch als "Verdickung" des Septums f�ur Teilchen mit endlichem Winkel x0 aufgefa�t werden,so da� die e�ektive Septumdicke dsep;eff gegeben ist als:dsep;eff = dsep +�dsep= dsep + lsepx0;f�ur x0 � 1 rad. Dies f�uhrt zu der in Abbildung 4.11 gezeigten X-f�ormigen Darstellung des Septums.Zur Erlangung hoher E�zienz mu� das Septum so gedreht werden, da� die schmalste Stelle der e�ektivenSeptumdicke auf den relevanten Separatrixast zu liegen kommt.SchrittweiteW�ahrend der Extraktionsphase schrumpft der stabile Phasenraumbereich, die Drehung der Separatrixist vernachl�assigbar. Dadurch vergr�o�ert sich der Abstand der Fixpunkte vom Septum und gleichzeitigverschiebt sich der relevante Separatrixast nach unten. Durch die gr�o�ere Entfernung vom Fixpunktsteigt die Schrittweite am Septum, durch die Verschiebung des Separatrixastes steigt die e�ektive Sep-tumdicke. Beide E�ekte wirken gegenl�au�g, jedoch �uberwiegt das Anwachsen der Schrittweite, so da�die Extraktionse�zienz im Verlauf der Quadrupolrampe steigt.Mit der gr�o�eren Schrittweite geht jedoch auch eine Erh�ohung der Emittanz des extrahierten Strahleinher. Dessen Emittanz steigt um den Faktor von mehr als 10, da die Emittanz quadratisch mit demStrahldurchmesser w�achst. 77



SchrittzahlDie Schrittzahl bis zum Erreichen des Septums nimmt ferner w�ahrend der Quadrupolrampe stark zu.Dies h�angt weniger mit der Vergr�o�erung des Abstands von Fixpunkt zu Septum als mit der Ann�ahe-rung an den resonanten Arbeitspunkt zusammen, da die Schrittweite eines gerade instabil gewordenenTeilchens mit sinkendem Abstand von Qres abnimmt. Das Teilchen braucht also gegen Ende der Rampel�anger zum Erreichen des auslaufenden Separatrixastes als zu Beginn. Je gr�o�er die Schrittzahl ist, destoemp�ndlicher ist der Extraktionsproze� gegen St�orungen.Dabei h�angt die Schrittzahl eines Teilchens bis zumErreichen des Septums bei fester Maschineneinstellungemp�ndlich vom Abstand des Teilchens von der Separatrix ab. Der fraktionelle Arbeitspunkt eines Teil-chens an einer Phasenraumposition kann vom Simulator bestimmt werden und ist f�ur Teilchen zusammenmit der Schrittweite �J zu Beginn und zum Ende der Extraktionsrampe in Abbildung 4.12 aufgetragen.Hierbei wurde J = �x=2 f�ur ein instabiles Teilchen auf dem relevanten Separatrixast als horizontale Achseaufgetragen. Es zeigt sich, da� f�ur Teilchen au�erhalb des stabilen Bereichs der Arbeitspunkt sehr schnellabf�allt. Dabei ist die mittlere Zahl der Uml�aufe Next( ~J ), die ein Teilchen bis zur Extraktion brauchtumgekehrt proportional zum Abstand des lokalen Arbeitspunkts vom Resonanzarbeitspunkt, und f�ur diemittlere Umlaufzahl bis zum endg�ultigen Teilchenverlust bei J =1 gilt:11Next;1( ~J ) = 12(Qx �Qres) :Diese Zahl kann als Absch�atzung f�ur die Laufzeit der Teilchen bis zum Septum genommen werden, da dieSchrittweite mit der Zeit exponentiell ansteigt, und somit der relative Unterschied von Next zu Next;1gering ist. Als Beispiel ist die mittlere Zahl der Uml�aufe bis zur Extraktion f�ur Teilchen eines bestimmtenEmittanzabstands ~J � ~Jsep von der Separatrix zu Beginn und zum Ende der Extraktion aufgetragen:Rampstart Rampende~J � ~Jsep Next;1 Next;15 � 10�7 109 30210 � 10�7 99 265Der Extraktionsproze�, der die Teilchen aus dem stabilen Phasenraumbereich treibt, bringt die Teilchenin der Regel w�ahrend der Quadrupolrampe zu einem konstanten mittleren ~J � ~Jsep als Startpunkt derExtraktionsbewegung. Es ist daher mit einer Erh�ohung der Umlaufzahl zum Rampende hin zu rechnen.Bisher waren die Verh�altnisse bei konstanter Maschineneinstellung jeweils zu Rampstart und Rampendeuntersucht worden. Jedoch kann auch die Extraktion durch eine Quadrupolrampe vom Simulator nachge-bildet werden. In Abbildung 2.11 auf S. 48 ist ein Beispiel f�ur die Phasenraumtrajektorie eines Teilchensw�ahrend einer Quadrupolrampe zu sehen. Im Stretchermode ist die Extraktionsrampe typischerweise20 ms lang, was ca. 36500 Uml�aufen in ELSA entspricht. Die Umlaufzahl Next eines Teilchens zwischendem Kreuzen der Separatrix und dem endg�ultigen Teilchenverlust kann vom Simulator ermittelt werden,indem das Teilchen auf die Separatrix gesetzt und sodann beim Umlauf verfolgt wird. Das Ergebniszeigt Abbildung 4.13. Die Zahl der Uml�aufe bis zur Extraktion ist in Abh�angigkeit von der Rampzeit,ausgedr�uckt in Einheiten der Umlaufzeit in ELSA, aufgetragen. Wiederum ist der E�ekt der Zunahmeder Schrittzahl bis zur Extraktion f�ur ein instabil gewordenes Teilchen w�ahrend der Quadrupolrampezu sehen. Der E�ekt ist bei Extraktion durch eine Quadrupolrampe geringf�ugig schw�acher, als bei Ex-traktion durch einen Proze�, der Teilchen mit konstantem mittlerem ~J � ~Jsep extrahiert, insgesamt wirddieses Modell jedoch in guter N�aherung wiedergegeben.Gegenma�nahmenDen E�ekten der Vergr�o�erung der Schrittweite am Septum und der Erh�ohung der Umlaufzahl instabilgewordener Teilchen w�ahrend der Extraktionsphase kann durch Rampen von weiteren Strahlelementenbegegnet werden.11Der Impuls ~J ist hier der Impuls in Winkel-Wirkungs-Variablen der Resonanz und bleibt also beim Teilchenumlauferhalten, w�ahrend J f�ur den Impuls in linearen Winkel-Wirkungs-Variablen steht und sich w�ahrend der Teilchenbewegung�andert. 78



(a) Arbeitspunkt Rampstart (b) Arbeitspunkt Rampende
(c) Schrittweite Rampstart (d) Schrittweite RampendeAbbildung 4.12: Arbeitspunkte und Schrittweiten gegen J bei MSE 20Um die optimale Schrittweite am Septum w�ahrend der Extraktionsphase zu erhalten, mu� der Abstanddes Strahls zum Septum ver�andert werden. Da das Septum nicht in der dem Maschinenzyklus entspre-chenden Geschwindigkeit gefahren werden kann, bietet sich eine Strahlverschiebung durch Korrektorenan. Mit einer geschlossenen Vier-Korrektor-Beule kann am Ort des Septums eine gew�unschte Ablageund ein Winkel des Closed-Orbit eingestellt werden. Mit einer Rampe der Netzger�ate dieser Korrektorenkann �uber die Zeit der Extraktion der zum Erhalt der Schrittweite optimale Septumabstand beibehal-ten werden. Bei optimaler Einstellung zu Beginn der Rampe mu� die Beule am Ende der Rampe dieUnterschiedsbetr�age zwischen der optimalen Position vorher und nachher erzeugen. Also ergibt sich f�urMSE 20: xbeule;end = 0:028 m;x0beule;end = �0:0038 rad:Diese Beule kann mit Hilfe der im Simulator implementierten Funktionalit�at zur Berechnung einer Vier-Korrektor-Beule bestimmt werden (siehe Anhang A.3). Es ergeben sich folgende Einstellung der Korrek-toren f�ur die Beule an MSE 20:Korrektorsatz 1 Korrektorsatz 2Korrektor Winkel [mrad] Korrektor Winkel [mrad]KH 18 1.47 KH 15 -1.38KH 19 2.29 KH 18 1.11KH 24 -0.52 M 22 2.41KH 25 -2.09 M 24 0.198ImBereich der ELSA-Extraktion sind aus Raumgr�unden nicht in jeder Halbzelle Korrektorelemente mon-tiert. Dies wirkt sich auf die zur Beulenerzeugung ben�otigten Kickst�arken negativ aus. So kann durch79
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Abbildung 4.13: Anzahl der Uml�aufe bis zur Extraktion w�ahrend Quadrupolrampe bei MSE 20Verwendung von Korrektorsatz 1 die gew�unschte Beule erzeugt werden. Jedoch besteht Korrektorsatz 1nur aus kleinen Korrekturspulen, die bei 1 GeV maximal 1.5 mrad Kickwinkel erzeugen k�onnen. So ist dieBeule mit Korrektorsatz 1 technisch nicht realisierbar. Die Zusatzwicklungen der ELSA-Dipolmagnetek�onnen jedoch bei 1 GeV Kickwinkel bis zu 4.8 mrad hervorrufen, so da� die in Korrektorsatz 2 vor-geschlagene Beule bis ca. 1.5 GeV verwirklicht werden kann. Die Netzger�ate der Zusatzwicklungen derELSA-Dipolmagnete sind jedoch zur Zeit nicht einsatzbereit.F�ur MSE 22 werden die Ablagen: xbeule;end = 0:021 m;x0beule;end = �0:0023 radben�otigt, was mit den Korrektors�atzenKorrektorsatz 3 Korrektorsatz 4Korrektor Winkel [mrad] Korrektor Winkel [mrad]KH 18 -1.56 M 18 -1.76KH 20 0.73355 KH 20 0.83KH 24 1.84 M 24 1.51KH 25 0.799858 M 25 1.81erreicht werden kann. Auch diese Korrektors�atze 3 und 4 sind nicht bis zur maximalen ELSA-Energieeinsetzbar. Eine Ert�uchtigung der Netzger�ate bis zumindest 6 mrad Ablenkwinkel w�aren hierf�ur not-wendig. Ferner m�ussen die Korrektornetzger�ate rampbar sein. Durch diese Rampen kann die Emittanzdes extrahierten Strahls ann�ahernd konstant gehalten werden. Dies erh�oht zwar nicht direkt die E�zi-enz des Extraktionsprozesses, f�uhrt aber zu einer besseren Strahlqualit�at am Experiment, zu geringerenStrahlverlusten in der externen Beamline, und damit zu verbesserten Extraktionsbedingungen.Um die Umlaufzahl bis zum Erreichen des Septums w�ahrend der Rampe konstant zu halten, kann w�ahrendder Extraktion eine Sextupolrampe gefahren werden. Da die Emittanz der Fixpunkte bei ELSA Jfixmit �Qxmsx skaliert, die Schrittweite bei konstantem Jfix jedoch mit msf , kann durch Erh�ohen von msx beiproportionalem Erniedrigen von �Qx die Schrittzahl bis zum Erreichen des Septums verringert werden.Eine ungef�ahre Angleichung der Schrittzahl ergibt sich aus der Simulation bei Umskalierung von msx und�Q w�ahrend der Extraktionsphase um den Faktor 3. Damit ergeben sich als Rampen:msf : 0:45 m�3 ! 1:35 m�3;kl : 0 m�2 ! 0:0012 m�2:80



Diese starke �Anderung der Extraktionssextupole, die bei 1.2 GeV einer Stromrampe von 10:8 A! 32:3 Aentspr�ache, ist nach der Auslegung der Netzger�ate im 50 Hz Stretcherbetrieb nicht m�oglich. Wohl aberkann die Sextupolrampe bei langen Extraktionszeiten des Nachbeschleunigungsmodes eingesetzt werden,um die Stabilit�at der Extraktionsverh�altnisse w�ahrend der Extraktionszeit zu erh�ohen.Bei eingeschalteten Sextupolen haben Closed-Orbit-St�orungen einen Ein
u� auf den Arbeitspunkt undauf den Closed-Orbit selber. Ein mit einer horizontalen Ablage �x durchlaufener Sextupol der St�arkemf der Familie f erzeugt einen Gradientenfehler von �k = �x �mf und eine Dipolst�orung von ��1�� =(�x)2mf . Wird beispielsweise ein einzelner Sextupol der St�arke mf = 0:5 m�3 in ELSA mit �x = 1 cmdurchlaufen, so f�uhrt dies zu:��1�� = 5 � 10�5=m ) xCO;max = 0:3mm;�k = 0:005 m�2 ) �Qmax = 0:0021:wobei die L�ange des Sextupols lsx = 0:287m, die maximale Betafunktion �max = 18m und der Ar-beitspunkt Q = 4:666 ist. W�ahrend also die zus�atzliche Orbit-Verschiebung vernachl�assigbar ist, liegt dieArbeitspunktverschiebung durchaus in der Gr�o�enordnung des Arbeitspunktabstandes von der Resonanz.Da die Arbeitspunkt�anderung lokalisiert ist, kann sich die Phasenbeziehung zwischen den Sextupolen einerFamilie verschieben. Damit wird die Auswirkung der Sextupole auf die Resonanz ge�andert.
(a) Betafunktion ohne Kick (b) Betafunktion mit Kick
(c) Separatrix ohne Kick (d) Separatrix mit KickAbbildung 4.14: Wirkung eines Kicks auf die StrahloptikEin Beispiel f�ur die Auswirkung von Closed-Orbit St�orungen auf die Resonanzextraktion zeigt Abbil-dung 4.14. Hier wurde bei der angegebenen Optik der Korrektor KH 5 auf � = �1:7 mrad eingestellt.Es ergab sich eine Arbeitspunkt�anderung von �Q = 0:003 auf QKick = 4:6533. Zur Korrektur dieserArbeitspunktverschiebung wurde die St�arke der fokussierenden Quadrupole um �kf = 0:0027 m�2 aufkf;Kick = 0:63612 m�2 ge�andert. Es ergibt sich die gezeigte �Anderung der Betafunktion und, trotz81



Korrektur des Arbeitpunkts bleibt eine wesentliche �Anderung der Gr�o�e der Separatrix. Dabei ist dieLage�anderung der Separatrix durch den applizierten Kick mit xCO = 0:002 m;x0CO = 8:6 � 10�5 radklein gegen die Ausdehnung der Separatrix. Die Anregungsst�arke der Extraktionssextupole �andert sichn�amlich um �uber 10%, ferner wird die Separatrix um ca. 0.1 rad gedreht. Diesem E�ekt kann jedoch, dader Drehwinkel der Separatrix klein ist, durch Nachfahren des Arbeitspunkts mit Hilfe der Quadrupolebegegnet werden. Als neuer Arbeitspunkt ist Qsx = 4:6590 durch Einstellung der fokussierenden Qua-drupole auf ksx = 0:63653 m�2 zu w�ahlen, um gleiche Extraktionsbedingungen zu erhalten, wie ohneSt�orung des Closed-Orbits.Wegen der Problematik beim Rampen der Sextupole erscheint diese Ma�nahme nicht geeignet, zur Verbes-serung der Extraktionsqualit�at beizutragen. Jedoch ist die Applikation einer Beule an der Septumpositionzum Erhalt der Schrittweite am Septum durchaus vielversprechend.Die bei ELSA beobachtete Abh�angigkeit des Arbeitspunkts von der Sextupolst�arke von Qxmsx ' 0:002m3l�a�t darauf schlie�en, da� die ELSA-Sextupole vom Strahl nicht mittig durchlaufen werden. Wie dasdargestellte Beispiel zeigt, ist daher zur Zeit eine genaue Aussage �uber die tats�achliche Gr�o�e der Se-paratrix nicht m�oglich. Im Simulator wird zur Zeit die Annahme einer gleichm�a�igen Verschiebung desClosed-Orbits in allen Sextupolen angenommen (siehe Tabelle 4.6). Die Vermessung der Strahllage imeinzelnen Sextupol kann durch Erregen dieses Sextupols und Messung des Arbeitspunkts geschehen. DieArbeitspunkt�anderung beim Fahren der gew�unschten Closed-Orbit-Beule kann dann mit dem Simulatorermittelt werden, nach Auswahl des Korrektorsatzes k�onnen Arbeitspunktkorrekturen zur Kompensationder E�ekte der Orbit-St�orungen im Sextupol berechnet werden.Hardt'sche ExtraktionBei der Extraktion wurden bisher nur Teilchen einer festen Energie betrachtet. Jedoch ist im Strahl immereine Energieverteilung zu beobachten. Teilchen unterschiedlicher Energie sehen dabei die Feldst�arken derMagnete unterschiedlich. Dies f�uhrt zu zwei E�ekten. Zum einen verschiebt sich der Strahlmittelpunktmit der Energieabweichung entlang eines durch ~D = (D; D0) am Ort des Septums im Phasenraumgegebenen Vektors. Die Lage der durch ~D aufgespannten Geraden am Ort der Extraktionssepta ist inAbbildung 4.15 zu sehen.
(a) MSE 20 (b) MSE 22Abbildung 4.15: Separatrix und Dispersionsgerade am Ort der SeptaF�ur Teilchen verschiedener Energie ist also die Separatrix entlang des Dispersionsvektors ~D verschoben.Ferner ver�andert sich die Gr�o�e der Separatrix f�ur Teilchen verschiedener Energie, da der Arbeitspunkt�uber die Chromatizit�at von der Teilchenenergie abh�angt.Die Idee der Hardt'schen Extraktion [Hardt] ist es, die beiden E�ekte der Energieabweichung f�ur extra-hierte Teilchen zur gegenseitigen Aufhebung zu bringen. Hierzu wird die Maschine so eingestellt, da�der Fixpunkt des relevanten Separatrixastes sich mit der Teilchenenergie nicht mehr im Phasenraum ver-schiebt. Da sich die Separatrix w�ahrend der Extraktionsphase nicht nennenswert dreht, bedeutet dies,da� auch der relevante Separatrixast �xiert ist. Die Teilchen werden dann entlang einer Geraden im82



Phasenraum extrahiert und haben daher minimale Emittanz.Da sich der Fixpunkt mit einer Energie�anderung entlang der durch ~D aufgespannten Geraden bewegt,mu� der im Phasenraum zu �xierende Fixpunkt auf diese Gerade zu liegen kommen. Dazu mu� dieSeparatrix gedreht, oder die Dispersion am Ort des Septums angepa�t werden. Da sich die Dispersionder ELSA-Optik nur geringf�ugig variieren l�a�t, kommt hier nur eine Drehung der Separatrix in Frage.Mit der zur Zeit verwendeten einen Sextupolfamilie zur Resonanzanregung ist eine Drehung der Separatrixnicht zu erreichen. Jedoch ist die Bedingung, da� der Fixpunkt auf dem relevanten Separatrixast liegt,f�ur die Septa MSE 20 und MSE 22 ann�ahernd erf�ullt. Die M�oglichkeit eines Abgleichs des Drehwinkelsder Separatrix mit Hilfe einer weiteren Sextupolfamilie ist jedoch w�unschenswert. Ferner ist diese weitereFamilie zum Abgleich der nat�urlichen Sextupolst�arke in der Maschine notwendig.SeparatrixdrehungZur Anregung der Resonanz verf�ugt ELSA zur Zeit nur �uber eine Sextupolfamilie. Wie in [Neckenig],S. 96 f. dargelegt, kann in guter N�aherung f�ur die drittelzahlige Resonanz die Anregung in orthogonaleKomponenten A und B zerlegt werden, so da� die Fl�ache der Separatrix Fsep / pB2 + A2 und derDrehwinkel der Separatrix � = �0 � 13 arctan �BA � ist.12Durch eine Sextupolfamilie ist nur eine Resonanzkomponente anregbar. Sei A die durch die gegenw�artigeSextupolkon�guration angeregte Komponente. Zur Drehung der Separatrix mu� nun die KomponenteB angeregt werden. Dabei soll die Entkopplung von Resonanzanregung und Chromatizit�atskorrekturerhalten bleiben. Eine e�ektive Anregung der B-Komponente durch Elemente in den dispersionsfreienSt�ucken ist nicht m�oglich. Es m�ussen also Positionen von Sextupolen gefunden werden, bei denen sich dieAuswirkungen auf die Chromatizit�atskorrektur aufheben. Dies kann durch entgegengesetzte Polung derSextupole erreicht werden. Die f�ur eine solche Anregung e�ektivsten Positionen in ELSA sind benachbartzu F 6 und F 14 bzw. F 22 und F 30. Da in der N�ahe von F 22 kein Raum zum Einbau eines Sextupols zurVerf�ugung steht {F 22 liegt unmittelbar zwischen dem Dipolmagneten D 21 und dem Septum MSE 22{kommt f�ur die Anregung von der B-Komponente nur das Paar F 6 und F 14 in Frage. Aus Platzgr�undenkann auch hier nicht die optimalste Anregung erfolgen. Folgende Elementfolge wird vorgeschlagen:Hinter F 6:Alt Drift(0:075m)MON 6(0:22m)Drift(0:09)V entil(0:07m)Drift(0:415m);Neu Drift(0:18)Sextupol(0:25m)Drift(0:09)MON 6(0:22m)V entil(0:07m)Drift(0:06m):Vor F 14:Alt Drift(0:42m)KH 13(0:1m)Drift(0:41m)MON 13(0:22m)Drift(0:075m);Neu Drift(0:2865m)KH 13(0:1m)Drift(0:09m)MON 13(0:22m)Drift(0:1085m)Sextupol(0:25m)Drift(0:18m);wobei die L�angenangaben in Klammern hinter den Elementen als Baul�angen zu verstehen sind. Bei dervorgeschlagenen L�osung wird KH 13 leicht verschoben. Die beiden neu eingebauten Sextupole sind mitentgegengesetzter Polarit�at anzuregen. Betrachtet man nun die Anregungsst�arken A und B sowie dieChromatizit�ats�anderung �C durch die alte Sextupolfamilie SXA und die neue Sextupolfamilie SXB zurAnregung der B-Komponente, so ergibt sich:BSXAASXA = 0:38; ASXBBSXB = 0:03; ASXABSXB = 0:83;�Cx;SXB�Cx;SXF = 0:0144; �Cz;SXB�Cz;SXD = 0:033:Alle Gr�o�en wurden hierbei auf die Zahl der Sextupole pro Familie normiert. Die neue vorgeschlageneFamilie von Sextupolen SXB regt nur die B-Komponente der Resonanz an, ist in ihrer Wirkung proSextupol geringf�ugig st�arker als die Familie SXA und �andert die Chromatizit�aten nicht.12Es wurden die Bezeichnungen aus [Neckenig], S. 96 f. beibehalten, beachte jedoch: tan3 0 = � BmAm .83



Extraktion f�ur Teilchen verschiedener EnergieUm den relevanten Fixpunkt konstant zu halten, mu� die Chromatizit�at der Maschine so abgeglichenwerden, da� die Verschiebung der Separatrix durch ihre Gr�o�en�anderung aufgehoben wird. Da die Sepa-ratrixgr�o�e in guter N�aherung proportional zum Arbeitspunktabstand �Qx von der Resonanz ist, kanndiese Bedingung f�ur einen Fixpunkt auf dem Dispersionsvektor geschrieben werden als:0 = �xfix = �pp0 D � �pp0 Cx�Q0xfix;0;wobei �Q0 Arbeitspunktabstand und xfix;0 der Ort des Fixpunkts f�ur Teilchen der Sollenergie �p = 0ist. Daraus folgt f�ur die Chromatizit�at: Cx = D�Q0xfix :F�ur die Extraktion mit den vorgestellten Parametern und ohne Korrektur des Drehwinkels der Separatrixergibt dies mit ~D20 = (2:51 m;�0:414) und ~D22 = (2:51 m;�0:39):MSE 20: Cx = 0:51 ) msf = 1:655 m�3;MSE 22: Cx = 0:58 ) msf = 1:6775 m�3als optimale Werte f�ur die Chromatizit�aten.Die Simulation zeigt, da� mit den genannten Einstellungen f�ur die Chromatizit�at die Position des rele-vanten Fixpunkts f�ur Teilchen verschiedener Energie ann�ahernd stabil gehalten werden kann, obwohl sichdie Emittanz der Separatrix deutlich �andert, wie in Tabelle 4.9 dargestellt.�pp0 xfix[m] x0fix[rad] Jfix [m rad] �xsep [m] Uml�aufe0 0.0548 -0.0078 10.8 10�5 0.01 850.005 0.0537 -0.0078 6.11 10�5 0.009 900.010 0.0537 -0.0080 3.0 10�5 0.007 1300.015 0.053 -0.0083 0.90 10�5 0.004 190Tabelle 4.9: Fixpunktposition f�ur verschiedene EnergieabweichungenExtraktion durch FrequenzrampeMit Einstellung der Hardt'schen Extraktionsbedingung kann eine Extraktion �uber eine Frequenz�ande-rung der ELSA-HF die Extraktionsergebnisse verbessern. Dabei wird dem Teilchenstrahl mit einer Fre-quenz�anderung �ff eine Impuls�anderung �pp0 = � 1��1=
20 �ff aufgezwungen. Die so erzeugte Impuls�ande-rung der Teilchen f�uhrt �uber die Chromatizit�at zu einer Arbeitspunkt�anderung �Qx = �Cx 1��1=
20 �ff ,die die Teilchen aus dem stabilen Bereich treibt.Da alle Teilchen extrahiert werden sollen, mu� durch die chromatische Arbeitspunkt�anderung die Sepa-ratrix zu Null geschrumpft werden. Dies bedeutet f�ur den relevanten Fixpunkt, da� er vom Mittelpunktder Separatrix aus gerechnet den Weg ~xfix = ~Ds�pp0�uberwinden mu�. Damit ist die notwendige Impuls�anderung zur Extraktion nur von der Dispersionsfunk-tion und der anf�anglich notwendigen Separatrixbreite abh�angig.F�ur die genannten Extraktionsparameter ist eine Impuls�anderung von �pp0 = 0:021 zur Extraktion allerTeilchen durchzuf�uhren. Daraus folgt, da� eine Frequenz�anderung von ann�ahernd �fHF = 600 kHz denStrahl extrahiert. Da die Maschinendispersion und der Momentum-Compaction-Faktor bei ELSA nurgeringf�ugig variabel sind, ist die zur Extraktion notwendige Frequenz�anderung nur von der anf�anglichnotwendigen Separatrixgr�o�e abh�angig.Wie Tests zeigen, kann, wahrscheinlich aus hochfrequenztechnischen Gr�unden, der Strahl jedoch nurbis zu einer Frequenzverschiebung von �fHF = 60 kHz stabil in ELSA gehalten werden, was einerkonstanten Energieabweichung von �pp0 = 0:002 entspricht.84



Damit ist eine Extraktion durch Frequenzverschiebung im reinen Stretcher-Mode nicht m�oglich. Dajedoch die nat�urliche Emittanz imVergleich zur Separatrixbreite klein ist { die Breite des stabilen Bereichsin x-Richtung am Ort der Septa ist ca. zehn mal gr�o�er als die nat�urliche Strahlbreite13 { ist f�ur einenabged�ampften Strahl die ben�otigte Energieabweichung zu erreichen. Ferner ist auch bei Extraktion mitHilfe einer Luftquadrupolrampe die Erf�ullung der Hardt'schen Extraktionsbedingung sinnvoll, da dannTeilchen verschiedener Energie im Strahl gleich extrahiert werden.4.3.2 NachbeschleunigungsmodeBei ELSA wird seit ca. 2 Jahren f�ur hohe Energien ein Extraktionsmode eingesetzt, bei dem bei ei-nem relativ gro�en Arbeitspunktabstand von der drittelzahligen Resonanz ohne Arbeitspunktrampe derTeilchenstrahl �uber lange Zeiten extrahiert werden kann. Durch geringf�ugige Ver�anderungen des �Uber-spannungsfaktors der HF und, nach Einf�uhrung des neuen Timing-Systems [Goetz94] [Picard94], desArbeitspunkts durch Zusatzquadrupole w�ahrend der Extraktionsphase kann die Extraktionse�zienz ver-bessert werden, jedoch kann bei optimaler Einstellung die Maschine auch ohne jegliche HF- oder Arbeits-punktrampe geleert werden. Abbildung 4.16 stellt den zeitlichen Ablauf des Extraktionsmodes dar, wieer mit dem neuen Timing- und ELSA-Kontrollsystem [Goetz94][Picard94] m�oglich ist.

Abbildung 4.16: Langsame Extraktion im NachbeschleunigungsmodeIm folgenden soll der Mechanismus dieser Extraktionsmethode diskutiert werden.HF-ExtraktionBis zur Einf�uhrung des neuen ELSA-Timing-Systems [Goetz94] [Picard94] war es aus technischen Gr�undennicht m�oglich, im Nachbeschleunigungsmode eine Arbeitspunktrampe mit der f�ur die Resonanzextraktionnotwendigen zeitlichen Au
�osung zu fahren.Der oben beschriebene Extraktionsmode wurde vomAutor eingef�uhrt, wobei jedoch vor Fertigstellung desneuen ELSA-Timingsystems die oben illustrierte Phaseneinteilung des Modes nicht durch das Timing-System vorgegeben, sondern durch geeignete Wahl der Rampen der beteiligten Elemente �uber die gesamte13Die nat�urliche horizontale Strahlbreite �x = q�nat;x � �x + (�pp0 nat �D)2 wird vom Simulator f�ur jede Ringpositionberechnet. 85



Zyklusdauer erzeugt wurde. Die Ramperzeugung geschah mit dem Programmsystem EPOS [Goetz90][Picard91]. Die urspr�ungliche Idee war es, durch Reduktion der HF-Leistung die Quantenlebensdauerder umlaufenden Teilchen derart zu reduzieren, da� alle Teilchen innerhalb von einer Extraktionsperiodeausfallen. Durch Einstellung einer von Null verschiedenen Chromatizit�at verschiebt sich der Arbeitspunktder Teilchen, die nach Verlassen des stabilen HF-Buckets im Mittel zunehmend Energie verlieren. DerArbeitspunkt wird nahe des resonanten Arbeitspunkts gew�ahlt. Durch Sextupole wird die drittelzahligeResonanz angeregt, und die Chromatizit�at wird derart eingestellt, da� die Teilchen mit zunehmendemEnergieverlust auf die Resonanz zulaufen. Wird durch die chromatizit�atsbedingte Arbeitspunkt�anderungder resonante Arbeitpunkt erreicht, werden werden sie extrahiert.Die Extraktionsmethode wurde mitWerkzeugen des neuen Timing- undELSA-Kontrollsystems [Goetz94][Picard94] weiterentwickelt, und es k�onnen zur Zeit Extraktionszeiten von einer Minute f�ur Taggingex-perimente und Extraktionsstr�ome von 4 nA f�ur einige Sekunden f�ur das Experiment ELAN mit einerExtraktionse�zienz von bis zu 50% zur Verf�ugung gestellt werden.Das wesentliche Kennzeichen dieses Extraktionsprozesses sollte seine Gleichm�a�igkeit sein, da der Teil-chenverlust bei endlicher Quantenlebensdauer auf den stochastischen Proze� der Abstrahlung von Syn-chrotronlicht zur�uckzuf�uhren ist. Dieses Kriterium erf�ullt die eingestellte Extraktion auch; das von SA-PHIR gemessene Tastverh�altnis w�ahrend der Extraktionsphase ist gr�o�er als 70%.Mit den verbesserten Diagnosem�oglichkeiten des neuen ELSA-Kontrollsystems genommene Daten lie�enjedoch Zweifel an der dargestellten Erkl�arung des Extraktionsprozesses aufkommen.Insbesondere ist der eingestellte Arbeitspunkt der Synchrotronschwingung w�ahrend der Extraktionsphasein der Gr�o�enordnung von Q� = 0:05 bei einer Strahlenergie von E0 = 2:2 GeV , was einer Spannung vonV0 = 1 MV pro PETRA-Resonator und damit einem �Uberspannungsfaktor von q ' 10 entspricht. DieEnergieakzeptanz des longitudinalen Buckets ist bei dieser HF-Spannung um einen Faktor von ca. 10h�oher, als die nat�urliche Energiebreite des Strahls, so da� die Quantenlebensdauer keine Beschr�ankungf�ur die Strahllebensdauer darstellt. Zudem ist der Strahlausfall von der Einstellung transversal wirkenderMaschinenelemente abh�angig. So ist bei bestimmten Arbeitspunkteinstellungen nur Strahlausfall bei ein-geschalteten Sextupolen zu beobachten. Wegen dieser Abh�angigkeit von der transversalen Optik kommtf�ur den dargestellten Extraktionsmode ein rein longitudinales Ausfallen der Teilchen nicht in Frage. Esmu� also nach einem alternativen Extraktionsmechanismus gesucht werden. Im folgenden sollen m�oglicheMechanismen untersucht werden.Reine drittelzahlige ResonanzextraktionDie Teilchen gehen also beim vorgestellten Extraktionsproze� nicht rein longitudinal verloren. Der ein-fachste Mechanismus zur Erkl�arung der Extraktion ist die reine drittelzahlige Resonanzextraktion. Derbei der Extraktion eingestellte Arbeitspunkt ist Qx ' 4:631, die St�arke der Extraktionssextupole istmsf ' 0:9 m�3. Die sich mit diesen Einstellungen ergebende Separatrix ist in Abbildung 4.17 darge-stellt.Die Fl�ache der Separatrix ist um einen Faktor von ca. 100 gr�o�er als die nat�urliche horizontale Emittanz,wobei bei der Berechnung dieser Emittanz die Strahlverbreiterung durch Dispersion ber�ucksichtigt ist.Hierbei ist zu beachten, da� der Teilchenstrahl im Nachbeschleunigungsmode bei der hohen Energieabged�ampft ist, so da� E�ekte des Hollow Beam (siehe 4.3.1) nicht ber�ucksichtigt werden m�ussen. Dieabged�ampfte Teilchenverteilung hat als Breite die nat�urliche Emittanz, falls nicht zus�atzliche E�ekte eineStrahlverbreiterung bewirken.F�ur hohe Strahlintensit�aten nimmt die Strahlbreite zu. So k�onnte bei der im beschriebenen Extraktions-mode vorliegenden Anfangsintensit�at von ca. 50 mA die Strahlbreite gr�o�er als die nat�urliche Strahlbreitesein. In einem solchen Fall m�u�te beim Einstellen einer Separatrixbreite kleiner der Strahlbreite ein Teildes Strahls instantan ausfallen, w�ahrend der restliche Teil des Strahls weiterhin stabil umlaufen w�urde.Jedoch ist im beschriebenen Extraktionsmode nach Setzen des Arbeitspunkts und der Sextupole zurResonanzanregung ein langsamer Strahlausfall �uber einige Sekunden zu beobachten, ohne da� zus�atzlicheine Rampe gefahren wird. Dabei k�onnte der Extraktionsproze� durch die intensit�atsabh�angige �Anderungdes Arbeitspunkts aufrecht erhalten werden. Jedoch sinkt der horizontale Arbeitspunkt mit abfallenderIntensit�at leicht, so da� sich der Arbeitspunktabstand von der Resonanz ohne zus�atzliche Rampe erh�oht,und die intensit�atsabh�angige Arbeitspunkt�anderung also den Extraktionsproze� stoppt.86



Abbildung 4.17: Langsame Extraktion im NachbeschleunigungsmodeKoppelresonanzenNachdem rein longitudinaler Teilchenausfall und einfache drittelzahlige Resonanz als Extraktionsme-chanismen mit hoher Wahrscheinlichkeit ausgeschlossen werden k�onnen, bleiben Koppelresonanzen alsMechanismus der Extraktion �ubrig.Die Hypothese der Koppelresonanzen wird dadurch gest�arkt, da� sich bei eingeschalteten Extraktions-sextupolen Arbeitspunktwerte zwischen Qx = 4:631 und Qx = 4:666 �nden lassen, bei denen der Strahlstabil ist.Der Simulator �ndet f�ur ELSA zwei Arten von Koppelresonanzen. Zum einen die transversalen Kop-pelresonanzen Qx + 2Qz = 14 und 2Qz � Qx = 4, zum anderen Seitenresonanten zu den transversalenResonanzen, die aus der durch die Synchrotronschwingung hervorgerufenen Phasenmodulation resultieren(siehe S. 39). Diese Seitenresonanzen werden im folgenden als Synchrotronsatelliten bezeichnet.Bei allen Koppelresonanzen ist zu beachten, da� der horizontale Phasenraum nicht mehr als Poin-car�eschnitt betrachtet werden kann, die invarianten Tori schneiden den horizontalen Phasenraum nicht imrechten Winkel. Das hat zur Folge, da� die Trajektorien in diesem Phasenraum auch unter konservativenKr�aften nicht l�anger �uberschneidungsfrei sind. Dies erschwert zum einen die Interpretation von Me�da-ten, da aus dem horizontalen Phasenraumbild die Art der Resonanz nicht eindeutig erkennbar ist. Zumanderen hat ein solcher Proze� keine im horizontalen Phasenraum ortsfesten auslaufenden Trajektorien,die Teilchen kommen im horizontalen Phasenraum "�uberall" heraus.Die gefundenen transversalen Koppelresonanzen werden von den Sextupolen in ELSA angeregt. DasBild der Koppelresonanz Qx + 2Qz = 14 im Phasenraum zeigt Abbildung 4.18.Teilchen im inneren Bereich bewegen sich auf einem Band um den Ursprung, dessen Breite durch dieAbweichung der Form der Separatrix vom Kreis gegeben ist. Bei Betrachtung weniger Uml�aufe ist eineelfzahlige Struktur zu sehen. Diese r�uhrt daher, da� der horizontale Arbeitspunkt Qx = 4:631 in derN�ahe eines elftelzahligen Arbeitspunkts Qx = 5111 = 4:636 liegt.14 Die elfzahlige Struktur ist damit nichtnotwendigerweise mit der Koppelresonanz verbunden und nur durch die zuf�allige Lage von Qx und Qzbedingt. Sie kann nicht zur Identi�kation der Resonanz herangezogen werden. Bei h�oheren Umlaufzahlenverschmiert die Phasenraum�gur zu einem Band.Im �au�eren Bereich laufen die instabilen Teilchen auf gebogenen Trajektorien nach au�en. Wiederumist die elfzahlige Struktur zu sehen. Jedoch h�angt der Drehwinkel der gezeigten Figur von den Anfangs-bedingungen des verfolgten Teilchens ab. Damit gelangen die verschiedenen Teilchen nicht auf gleichenBahnen im horizontalen Phasenraum nach au�en, sondern werden in alle Richtungen frei. Da das ein-14Zum bei der Simulation gew�ahlten fraktionellen Arbeitspunkt von q = 0:6324 ist 711 die beste Ann�aherung mit Br�uchenmn und n < 19. 87



(a) Trajektorie horizontal innen, 200 Uml�aufe (b) Trajektorie horizontal innen, 1000 Uml�aufe
(c) Trajektorie vertikal innen, 200 Uml�aufe (d) Trajektorie horizontal au�en, 200 Uml�aufeAbbildung 4.18: Resonanz Qx + 2Qz = 14 am Ort von D 1

(a) Spektrum horizontal (b) Spektrum vertikalAbbildung 4.19: Spektrum der Resonanz Qx + 2Qz = 14 am Ort von D 1zelne Teilchen aber auf Grund der starken Kr�ummung der Separatrix�aste innerhalb weniger Uml�aufeeine vollst�andige Umdrehung im Phasenraum macht, ist die Extraktionse�zienz am Septum trotzdemhoch, falls dieses die Aperturbegrenzung bildet. Jedoch ist die Extraktionse�zienz nicht optimal und dieextrahierte Emittanz ist gro�.Charakteristisch f�ur die Koppelresonanz ist ihr Spektrum. In Abbildung 4.19 ist das Spektrum der88



Resonanz Qx + 2Qz = 14 im Frequenzbereich 0 : : :0:5 in Einheiten der Umlau�requenz dargestellt. Imhorizontalen Spektrum tritt neben dem Qx-Peak bei 0.369 nun auch ein Peak 2 cotQz bei 0.362 auf.Wegen des geringen Abstands der Frequenzlinien w�urde sich dies in einem gemessenen Spektrum alsAufspalten des Qx-Arbeitspunktpeaks darstellen. Im vertikalen Spektrum sind neben dem vertikalen Qz-Peak bei 0.319 zus�atzlich Di�erenzfrequenzen Qz � nQx bei 0.05 (n=1) und 0.42 (n=2) zu beobachten.Um die Resonanz Qx + 2Qz = 14 anzuregen, m�u�te der vertikale Arbeitspunkt in der N�ahe des bei derSimulation verwendeten Arbeitspunkts von Qz = 4:6811 sein. Eine exakte Messung von Qz ist zur Zeitnicht m�oglich, vorl�au�ge Messungen ergeben jedoch einen Wert von Qz = 4:54, so da� diese Resonanzals Extraktionsmechanismus nicht in Frage k�ame. Eine endg�ultige Messung steht jedoch noch aus.Des weiteren w�urde eine Extraktion �uber eine reine transversale Koppelresonanz, �ahnlich wie im Falle derrein drittelzahligen Resonanz, zu einem pl�otzlichen Teilchenausfall f�uhren, statt zu einem ohne Rampelanganhaltenden Extraktionsproze�. Experimentell ist eine Auswirkung von Qz auf die Form des extra-hierten Stromes festzustellen, jedoch hat Qz alleine keinen Ein
u� auf den Wert von Qx, bei dem derTeilchenausfall beginnt.Die Koppelresonanz 2Qz �Qx = 4 ist eine Di�erenzresonanz und daher gebunden. Sie kann daher keineTeilchenextraktion induzieren (siehe z.B. [Bengtsson], S. 51).Zur Anregung einer Synchro-Betatron Resonanz mu� die Resonanzbedingung nxQx + nzQz + nsQ� = perf�ullt sein. Die transversalen Resonanzen sind also von einem Band von Synchrotronsatelliten umgeben.Das Arbeitspunktdiagrammmit Synchrotronsatelliten bis zur dritten Ordnung der behandelten Resonan-zen zeigt Abbildung 4.20. Der gemessene ELSA-Arbeitspunkt ist als kleines Viereck zu erkennen. Da
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Abbildung 4.20: Arbeitspunktdiagrammdie St�arke der Koppelresonanz mit steigender Resonanznummer abnimmt, ist das Synchrotronseitenbandmit der gr�o�ten Resonanzst�arke im Arbeitspunktdiagramm die Resonanz:3Qx + 2Q� = 14:Die Resonanzbedingung f�ur die angegebene Synchro-Betatron-Resonanz ist in guter N�aherung erf�ullt. Desweiteren ist auch Strahlausfall zu beobachten, wenn man im horizontalen Arbeitspunkt jeweis �Qx =Q�3 ' 0:017 fortschreitet.Das Bild der Resonanz zeigt Abbildung 4.21. Wiederum ist die elfzahlige Struktur der auslaufendenTrajektorie nur zuf�allig und r�uhrt daher, da� der zur Simulation gew�ahlte Arbeitspunkt von Qx = 4:6324in der N�ahe von Qx = 4 + 711 = 4:63636 liegt. Im Spektrum der Resonanz treten neben dem horizonta-len Arbeitspunkt bei Qx weitere Frequenzlinien hervor. Die wichtigsten Frequenzlinien sind in Tabelle4.10 identi�ziert. Da durch die Qx � Q�-Kopplung ein Energieaustausch zwischen longitudinaler und89



(a) Trajektorie innen (b) Trajektorie aussen
(c) Horizontales SpektrumAbbildung 4.21: Resonanz 3Qx + 2Q� = 14 am Ort von D 1

5e-06

1e-05

1.5e-05

2e-05

2.5e-05

3e-05

3.5e-05

4e-05

4.5e-05

5e-05

5.5e-05

6e-05

0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001 0.0012 0.0014 0.0016 0.0018

J_
x,

fix

J_sAbbildung 4.22: Horizontale Fixpunktemittanz gegen Amplitude der Synchrotronschwingung90



horizontaler Bewegung statt�ndet, und die dadurch angeregte Energieschwingung sich transversal alsPhasenmodulation �au�ert, entstehen zu jeder Frequenzlinie Seitenb�ander im Abstand des Arbeitspunktsder Synchrotronschwingung Q�. Diese Seitenb�ander sind auch an einem Ort ohne Dispersion zu beobach-ten. Das in Abbildung 4.21 gezeigte Spektrum ist am Ort von Quadrupol D 1 erzeugt, wo die Dispersionmit wenigen Zentimetern verschwindend klein ist.Peak Freq [fref ] H�ohe [dBm]Qx 0.370 0Qx + Q� 0.42 -13Qx � Q� 0.32 -132Qx � 2Q� 0.162 -10Tabelle 4.10: Linien im horizontalen Spektrum von 3Qx + 2Q� = 14Die intensit�atsbedingte Arbeitspunkt�anderung beim beschriebenen Extraktionsmode kann dabei aufGrund der Schmalheit dieser Resonanz zu einer signi�kanten �Anderung des Resonanzverhaltens f�uhren.Bei einer Strahlintensit�at zu Beginn der Extraktionsphase von 50 mA, geleerter Maschine am Ende undeiner Teilchenenergie von 2.2 GeV w�ahrend der Extraktionsphase ist die Arbeitspunkt�anderung, anhandvon im Rahmen der vorliegenden Arbeit und in [Goetz94] [Picard94] durchgef�uhrten Messungen, mit ca.�Qx;intens ' 0:005 abzusch�atzen. Dies liegt in der Gr�o�enordnung des anf�anglichen Abstands von Qxzur Resonanz [Goetz94].Die Fixpunktemittanz der Synchro-Betatron-Resonanz ist abh�angig von der Amplitude der Energie-schwingung (siehe 2.2.1). Abbildung 4.22 zeigt die horizontale Emittanz der Fixpunkte Jx;fix in Abh�angig-keit von der Amplitude der Synchrotronschwingung J�. Man sieht deutlich das Abfallen der Emittanzdes horizontalen Fixpunkts zu Js = 0:001m rad hin.Diese von der longitudinalen Emittanz der Teilchenbewegung abh�angige Separatrixgr�o�e k�onnte auch derSchl�ussel zum Verst�andnis des beobachteten langsamen Teilchenausfalls sein. Die ausfallende Teilchen-rate _N ist proportional zur Anzahl der Teilchen an der Separatrix. Bei Ann�aherung des horizontalenArbeitpunkts an eine reine transversale Resonanz werden zuerst Teilchen mit J� = 0 von der Resonanzerfa�t, also Teilchen am Ort der gr�o�ten Dichte im longitudinalen Phasenraum. Bei Ann�aherung an eineSynchro-Betatron-Resonanz werden zun�achst Teilchen mit J� = J�;max instabil, also im auslaufendenSchwanz der longitudinalen Teilchenverteilung. Damit wird ein wesentlich kleinerer Anteil der Teilchen-verteilung von der Resonanz erfa�t, als im Falle der rein transversalen Resonanz. Mit dieser feinerenAuswahl der in die Resonanz laufenden Teilchen spielen nat�urlich auch die im Elektronenbeschleunigerimmer vorhandenen Fluktuationen der Impulse eine gr�o�ere Rolle als bei der reinen Resonanzextraktion,so da� die Teilchendrift innerhalb der Impulsverteilung auf Grund der Synchrotronstrahlung hier diegleichm�a�ige Extraktion erkl�aren k�onnte.Der genaue Ablauf des Extraktionsprozesses bei ELSA mu� jedoch nach Etablierung der durch das neueKontrollsystem [Goetz94][Picard94] erweiterten Diagnosem�oglichkeiten weitergehend untersucht werden,um eine endg�ultige Aussage machen zu k�onnen.
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ZusammenfassungEin Programm zur Simulation der Teilchenbewegung im Beschleuniger wurde erstellt, das die f�ur dieBetriebsmodi von ELSA wesentlichen physikalischen E�ekte erfa�t. Durch eine der Problemstellungangepa�ten Auswahl der Berechnungsalgorithmen und Aufteilung der Berechnungsschritte konnte diezur Simulation ben�otigte Rechenzeit auf ein zur Verwendung des Simulators w�ahrend des Strahlbetriebsakzeptables Ma� reduziert werden. Der Simulator ist graphikorientiert und interaktiv bedienbar. DieErgebnisse werden in einer Form dargestellt, die unmittelbar mit den Ergebnissen der Diagnosemessungenvergleichbar ist. Eine Anbindung des Simulators an das neue ELSA-Kontrollsystem erm�oglicht es, beiBerechnungen jederzeit aktuelle Maschinenparameter zu ber�ucksichtigen. Ferner wurde eine Version desSimulators erstellt, die allein zur Generation von Simulationsdaten f�ur das Kontrollsystem dient unddamit unmittelbar dem Physiker beim Einstellen der Maschine zugute kommt. Zusammen mit demneuen ELSA-Kontrollsystem konnte das Konzept der Vereinheitlichung von Kontrolle, Diagnose undSimulation damit weitgehend verwirklicht werden. Der Simulator wurde neben seiner Verwendung anELSA auch f�ur den Einsatz bei COSY vorbereitet.Die Ergebnisse des Simulators wurden anhand von etablierten Optikprogrammen veri�ziert. Me�resultatean ELSA sind in guter �Ubereinstimmung mit Ergebnissen des Simulators. Erste Anwendungen desSimulators geben Hinweise auf den genauen Ablauf von Extraktionsprozessen und M�oglichkeiten zu ihrerOptimierung.
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Anhang AAnhangA.1 Fokker-Planck-GleichungSei �(p; t0) die Ausgangsverteilung der Teilchen nicht von der Koordinate x abh�angig und P (p;�p; t;�t)die Wahrscheinlichkeit, da� ein Teilchen mit Impuls p innerhalb der Zeit �t zum Impuls p+�p �ubergeht.Dann ergibt sich die Entwicklung der Teilchenverteilung als:�(p; t0 +�t) = Z �(p ��p; t0) P (p��p;�p; t;�t) d�p:F�ur schwache stochastische Kr�afte, die nur einen kleinen Sprung in der Teilchenverteilungsfunktion be-wirken k�onnen, kann der Integrand � � P bez�uglich des ersten Arguments von � und P um p nach �pentwickelt werden: �(p; t0 +�t) = Z [�(p; t0)P (p;�p; t0;�t) +�p @@p (�(p; t0)P (p;�p; t0;�t)) +�p212 @2@p2 (�(p; t0)P (p;�p; t0;�t)) + : : :]d�p:Mit R P (p;�p; t;�t)d�p= 1 und R (�p)mP (p;�p; t0;�t) =< (�p)m > ergibt sich:�(p; t0 +�t) = �(p; t0) + @@p (�(p; t0) < �p >) + 12 @2@p2 ��(p; t0) < (�p)2 >� :Mit: Am = lim�t!0 <(�p)m>�t ergibt sich die Fokker-Planck-Gleichung:@@t�(p; t) = @@p (�(p; t0)A1(t)) + 12 @2@p2 (�(p; t0)A2(t)) :Hierbei ist jedoch der Limes lim�t!0 aus den oben genannten Gr�unden so zu verstehen, da� �t immereine hinreichende Zahl von Uml�aufen der hamiltonischen Bewegung enth�alt, um die Annahme einerGleichverteilung in x zu rechtfertigen.A.2 Feldvektor f�ur verschiedene optische ElementeDie in der Hamiltonfunktion vorkommenden Ausdr�ucke f�ur das Vektorpotential k�onnen aus den elektri-schen und magnetischen Feldern hergeleitet werden, indem bei vorgegebenen Feldern die Gleichungen:~E = �~r�� @@t ~A;~B = ~r� ~A93



gel�ost werden [Ripken]. Auf Grund der Eichinvarianz k�onnen verschiedene Felder ~A gew�ahlt werden, diedie gew�unschten ~E- und ~B-Felder erzeugt. Es soll ~A so gew�ahlt werden, da� � = 0 ist.Imweiteren wird davon ausgegangen, da� das Teilchen einen Impuls von p0 hat, der sich beim Durchlaufendes Beschleunigerelementes nicht oder nur unwesentlich �andert. Mit diesen Bedingungen k�onnen dieFelder der optischen Elemente berechnet werden (vergleiche [Ripken]).DipolF�ur einen entkoppelten Dipol mit 1�x + 1�z 6= 0; 1�x�z = 0 gilt: eBzcp0 = 1�x ; eBxcp0 = � 1�z . Dies ist zu erreichendurch: �Dip = 0;ecp0 ~ADip = 0@ 0�12(1 + x�x + z�z )0 1A :QuadrupolIm Quadrupol ist ~B gegeben als Bx = z �@Bz@x �x=z=0 ; Bz = x �@Bz@x �x=z=0. Dies ist durch:�Quad = 0;ecp0 ~AQuad = 0@ 012k0(z2 � x2)0 1A ;zu erreichen, wobei k0 = ecp0 �@Bz@x �x=z=0.SextupolIm Sextupol ist die Feldverteilung als Bx = x � z �@2Bz@x2 �x=z=0 ; Bz = 12(x2 � z2)�@2Bz@x2 �x=z=0 gegeben.Dies ist durch: �Sext = 0;ecp0 ~ASext = 0@ 0�16m0(x3 � 3xz2)0 1A ;zu erreichen, wobei m0 = ecp0 �@2Bz@x2 �x=z=0.H�ohere MultipoleDas Potential h�oherer Multipole kann aus der Entwicklung von As in Phasenraumkoordinaten x; zbestimmt werden. Dabei ist: ecp0As = �Xn ann! (x+ iz)n:Das Feld des Multipols eines Multipols mit der Polzahl 2n l�a�t sich aufspalten in den normalen Anteil,bei dem das Feld normal zur Bahnebene des Teilchens ist und einen skew-Anteil, bei dem das Feld relativzur Bahnebene gekippt ist. Mit N = n+12 + (n + 1) mod 2 ist der normale Anteil des Multipols mit derPolzahl 2n: ecp0A2n;norm = �ann!<(x+ iz)n= � 1n! NXm=0� N2m � (�1)mx2N�2mz2m:94



Insbesondere gibt es also immer einen reinen Term in xn, jedoch nur f�ur gerades n einen reinen zn-Term,w�ahrend f�ur ungerades n z nur in Kopplung mit x auftritt.Mit N 0 = n+12 ist der skew-Anteil des 2n-Multipols:ecp0A2n;skew = �ann!=(x+ iz)n= � 1n! N 0Xm=0� N 02m+ 1 � (�1)mxN 0�2m�1z2m+1:Beim skew-Anteil des Multipoles treten also nur Kopplungsterme der Phasenraumebenen auf.ResonatorIm Resonator ist die Feldverteilung als Es = V (s) sin(2�kL � + �0) gegeben, wobei L die Ringl�ange, k dieHarmonischenzahl und V (s) die Feldst�arke im Resonator ist. Dies ist zu erreichen durch:�Cav = 0;ecp0 ~ACav = 0@ 0�w cos(2�kL � + �0)0 1A ;wobei w = L2�k ecp0V 0(s) ist. Das Potential As kann um die Phase �0 entwickelt werden zu:ecp0As = w 1Xn=1(�1)n�2�kL �2n�2 � �2n�2(2n� 2)! cos(�0)� �2n�1(2n� 1)! 2�kL sin(�0)� :Zusammenfassend kann festgestellt werden, da� f�ur alle Beschleunigerelemente der Feldst�arkevektor sogew�ahlt werden kann, da� � = Ax = Az = 0 gilt.A.3 Closed-Orbit-Beule mit vier KorrektorenSeien �n; �n die optischen Funktionen am Ort des Korrektors Kn und �s; �s diejenigen am Ort, an demSollparameter der Beule erreicht werden sollen.Ferner: �1 = �2 � �1�2 = �s � �2�3 = �3 � �s�4 = �4 � �3und (xs; x0s) vorgegebener Ort und Winkel am Septum, so lassen sich daraus Winkel und Wirkung ineinem normalisierten Phasenraum bestimmen:Js = rx2s=�s + �s(x0s � �sp�sxs)2tan(�s) = �sx0s � �sp�sxsDie Kickst�arken der Korrektoren im normalisierten Phasenraum �̂n ergeben sich wie folgt:1�̂1 = �Js cos(�s � �2)sin(�1)1Die angegebenen Gleichungen gelten nur f�ur den Fall, da� die Korrektoren nach aufsteigender Phasenlage geordnet sindund da� der Ort des Septums zwischen den mittleren Korrektoren liegt.95



�̂2 = Js[sin(�s � �2) + cos(�s � �2)tan(�1) ]�̂3 = Js[� sin(�s + �3) + cos(�s + �3)tan(�4) ]�̂4 = �Js cos(�s + �3)sin(�4)Die Winkelsummen k�onnen nach dem Additionstheorem getrennt werden, die Kickst�arken in Kickwinkel�n umgerechnet werden. Es ergibt sich:�1 = �s�s�1 [xs�s cos(�2)� �s sin(�2)sin(�1) + x0s sin(�2)sin(�1) ]�2 = s�s�2 [xs�s (cos(�2)� �s sin(�2)tan(�1) � sin(�2)� �s cos(�2)) + x0s( sin(�2)tan(�1) + cos(�2))]�3 = s�s�3 [xs�s (cos(�3) + �s sin(�3)tan(�4) � sin(�3) + �s cos(�3)) � x0s( sin(�3)tan(�4) + cos(�3))]�4 = s�s�4 [�xs�s cos(�3) + �s sin(�3)sin(�4) + x0s sin(�3)sin(�4) ]Es stellt sich heraus, da� die Korrektorwinkel in linearer Abh�angigkeit vom vorgegebenen Ort und Winkelam Septum berechnet werden k�onnen.A.4 Lineare Erzeugende und Transfermatrix f�ur optische Ele-menteDie lineare Hamiltonfunktion zur Beschreibung der Dispersionsfunktion, des Closed-Orbits und der Be-tatronschwingung f�ur jede Ebene x; z; � kann in die Standardform:H0;std = 12Fp2� +R�p� + 12G�2 + S� + Tp� (A:1)gebracht werden.2 Mit: A = 0@ R F T�G �R �S0 0 0 1Agilt auf Grund der hamiltonischen Bewegungsgleichung:@@s 0@ �p�1 1A = A0@ �p�1 1A : (A:2)Da im Beschleuniger das Magnetfeld innerhalb eines Elementes als konstant angenommen wird, sinddie Koe�zienten R;F;G; S; T innerhalb eines Elementes ebenfalls konstant. Damit kann innerhalb einesBeschleunigerelementes Gleichung (A.2) durch den Ansatz:0@ �p�1 1A (s) = eA�l0@ �p�1 1A (s0);mit l = s�s0 gel�ost werden. Die Matrix A hat damit die Rolle einer Erzeugenden der MatrixM = exp(A�l), ihre Koe�zienten k�onnen leicht aus den Feldern der betrachteten Beschleunigerelemente abgelesenwerden.2Der hier vorgestellte Formalismus stellt eine Erweiterung zu dem in [Barber86] S.10 �. vorgestellten dar.96



Das angegebene Verfahren f�uhrt zu einer konsistenten L�osung f�ur �; p� f�ur jedes s, auch innerhalb einesBeschleunigerelementes.Die Matrix M l�a�t sich berechnen. Mit � = pR2 � FG gilt:M = 0@ R� sinh(�l) + cosh(�l) F� sinh(�l) FS�RT�2 (1� cosh(�l)) + T� sinh(�l)�G� sinh(�l) �R� sinh(�l) + cosh(�l) GT�RS�2 (1� cosh(�l))� S� sinh(�l)0 0 1 1A :(A:3)Diese Form der Matrix ist f�ur alle Werte A; l g�ultig. Speziell gilt jedoch f�ur R2 � FG < 0 und �0 =p�R2 + FG, also � = i�0:3M = 0@ R�0 sin(�0l) + cos(�0l) F�0 sin(�0l) �FS�RT�02 (1� cos(�0l)) + T�0 sin(�0l)� G�0 sin(�0l) � R�0 sin(�0l) + cos(�0l) �GT�RS�02 (1 � cos(�0l)) � S�0 sin(�0l)0 0 1 1A :F�ur � = 0 gilt: M = 0@ 1 +Rl F l RT�FS2 l2 + T l�Gl 1�Rl RS�GT2 l2 � Sl0 0 1 1A :Falls die Elementl�ange lelm = 0, jedoch liml!0G � l 6= 0 ("d�unne Linse"), so gilt:M = 0@ 1 0 0�G 1 00 0 1 1A ;wobei vorausgesetzt wurde, da� liml!0 F � l = liml!0 R � l = liml!0 S � l = 0.Den kompletten Durchlauf durch das Element n beschreibt die MatrixMn = exp(Alelm). F�ur Beschleuni-gerelemente 1; 2 verschiedener Feldst�arke, die in dieser Reihenfolge vom Strahl durchlaufen werden kanneine GesamtmatrixM1+2 = M2 �M1 erhalten werden. Die Multiplikation der Einzelmatrizen erfolgt alsoin umgekehrter Reihenfolge des Teilchendurchlaufs. F�ur einen Gesamtumlauf um den Beschleuniger mitN Elementen kann, startend an der Position 1, eine UmlaufmatrixMRing erhalten werden als:MRing = MN �MN�1 : : :M1:Periodische L�osungF�ur �; p� periodisch, wie es bei der Dispersionsfunktion und dem Closed-Orbit der Fall ist, k�onnen Start-werte �0; p�;0 aus der Periodizit�atbedingung mit Hilfe der RingmatrixMRing gewonnen werden:0@ �0p�;01 1A =MRing0@ �0p�;01 1A :Seien mkl die Matrixelemente von MRing sind, folgt:�0 = m12m23 � (m22 � 1)m13(m11 � 1)(m22 � 1)�m12m21 ;p�;0 = m13m21 � (m11 � 1)m23(m11 � 1)(m22 � 1)�m12m21 :Aus den so berechneten Startwerten kann die Funktion (�; p�)(s) f�ur den ganzen Beschleuniger errechnetwerden.Integrale Werte der periodischen L�osungen ergeben sich durch Integration der Transportmatrix:Z � �p� � ds = Z (M �� �0p�;0 �)ds = �Z ds M� �� �0p�;0 � :3Moderne Programmiersprachen wie C++ lassen beim Aufruf von trigonometrischen- und algebraischen Funktionenkomplexe Argumente zu, so da� sich der Programmierer nicht um das Vorzeichen auftretender Radikanten k�ummern mu�.In anderen Programmiersprachen mu� die Fallunterscheidung bei der Implementation der Formeln explizit durchgef�uhrtwerden. 97



Das Integral der Transportmatrix (A.3) ist:Z M =0@ R�3 cosh(�l)� 1+sinh(�l)� F�2 (cosh(�l)� 1) FS�RT�2 (l� sinh(�l)� ) + t�2 (cosh(�l)� 1)� G�2 (cosh(�l)� 1 � R�3 (cosh(�l)� 1)� sinh(�l)� GT�RS�2 (l� sinh(l�)� ) � S�2 (cosh(�l)� 1)0 0 l 1A:F�ur die Spezialf�alle � < 0 mit �0 = i� ergibt sich:Z M =0@ � R�03 cos(�0l)� 1+sin(�0l)�0 � F�02 (cos(�0l)� 1) �FS�RT�02 (l � sin(�0l)�0 ) � T�02 (cos(�0l)� 1)G�02 (cos(�0l) � 1 R�03 (cos(�0l) � 1) + sin(�0l)�0 �GT�RS�02 (l� sin(l�0)�0 ) + S�02 (cos(�0l)� 1)0 0 l 1A;f�ur l = 0: Z M = 0@ 0 0 0�G 0 00 0 0 1A ;f�ur � = 0: Z M = 0@ l + R l22 F l22 T l22 + (RT � FS) l36�G l22 l � R l22 �S l22 + (RS �GT ) l360 0 l 1A :Nichtperiodische L�osungF�ur S = 0 kann die nichtperiodische L�osung der der Hamiltonfunktion (A.1) zugeordneten Bewegungsglei-chungen mit Hilfe der optischen Funktion einfach dargestellt werden. Dazu wird f�ur die Teilchenbewegungder Ansatz (siehe [Courant], S. 11):x(s) = p��(s) cos(�(s) � �0);p(s) = �r ��(s) (sin(�(s) � �0) + �(s) cos(�(s) � �0))gemacht, wobei �; �0 die Freiheitsgrade der Bewegung darstellen und �; � mit dem Umlauf periodischeFunktionen sind.4Di�erenzieren des Ansatzes und Elimination von �; � ergibt:@@s � xp � =  �02� + ��0 ��0�0+�0+�2�0� � �02� � ��0 !� xp � :Durch Vergleich mit der Koe�zientenmatrix A ergibt sich, da� der gew�ahlte Ansatz die der Hamilton-funktion zugeordneten Bewegungsgleichungen l�ost, falls:�0 = �1 + �2� F + �G;�0 = 2(�R � �F ); (A.4)�0 = F=�:Am Ort s0 ist �(s0) = 0. Daher ist:x(s0) = p��(s0) cos(�0);p(s0) = �r ��(s0) (� sin(�0) + �(s) cos(�0)):4Die Setzung f�ur �0 ist hierbei willk�urlich. 98



Durch Au
�osen dieser Gleichung nach cos(�0); sin(�0) und Einsetzen in obige Formel kann die Abh�angig-keit von den Anfangswerten �0; � zu Gunsten der Anfangswerte x(s0); p(s0) eliminiert werden. Es ergibtsich:� x(s)p(s) � = 0@ q �(s)�(s0) (cos(��) + �(s0) sin(��) p�(s)�(s0 ) sin(��)(�(s0)��(s)p�(s)�(s0) cos(��)� (1+�(s0)�(s)p�(s)�(s0) sin(��) q�(s0)�(s) (cos(��)� �(s) sin(��) 1A� x(s0)p(s0) � ;wobei �� = � � �0 ist. Diese Matrixgleichung gilt zwischen beliebigen Orten s0; s im Beschleuniger.Durch Vergleich der Koe�zienten mit Gleichung (A.3) k�onnen die optischen Funktionen mit Hilfe derKoe�zienten der Transportmatrix ausgedr�uckt werden. Zun�achst k�onnen Anfangswerte f�ur die optischenFunktionen aus der Ringmatrix gewonnen werden. Da f�ur einen Umlauf �(s) = �(s+L) : : : gilt, ergebensich die Anfangswerte der optischen Funktionen zu:�0 = j2m12jp2�m211 � 2m12m21 �m222 ;�0 = m11 �m222m12 �0;�0 = 0;wobei mjk die Koe�zienten der Ringmatrix sind.Seien nun njk die Koe�zienten der Transportmatrix vom Ort s0 zum Ort s, so kann mit Hilfe deroptischen Funktionen am Ort s0 diejenigen am Ort s ausgerechnet werden durch (siehe auch [Wille],S. 107): �(s) = n211�0 + 2n11n12�0 + n212
0;�(s) = �n11n21�0 + (n11n22 + n12n21)�0 + n22n12
0;
(s) = n21n12�0 + 2n22n21�0 + n222
0;�(s) = 8<: �0n12 f�ur �0 = �(s) = 0;arctan� n12��(s)�0n11+�0�(s)n22�0+�(s) �� :wobei die Bezeichnung 
 = 1+�2� eingef�uhrt wurde. Es ist darauf zu achten, da� der Unterschied zwischens0 und s nicht zu einem Phasenunterschied � > � f�uhrt, da sonst die arctan()-Funktion uneindeutigwird. Mit Hilfe der Vorzeichen von Z�ahler und Nenner des Arguments des arctan() kann unterschiedenwerden, in welchem Quadranten im Bereich ��; � der Phasenvorschub � liegt.5 In der Praxis sollte eineElementl�ange als Unterschied zwischen s0; s nicht �uberschritten werden.A.5 Longitudinale TeilchenbewegungDie longitudinale Teilchenbewegung im Beschleuniger wird f�ur ultrarelativistische Teilchen durch dieHamiltonfunktion:H = 12 � 1
20 �Kx(s)Dx(s)� p2� � c�0!HF eV 0(s)p0 (cos(!HF�0c � + �0) � cos(�0)) +C1�(Kx(s)2 +Kz(s)2)beschrieben (siehe Text S. 27). Die Bezeichnungen sind dabei:Kx;z(s) : 1=� Dipolst�arke (horizontal und vertikal);�0 : Sollgeschwindigkeit der Teilchen bez�uglich der Lichtgeschwindigkeit;
0 : E0=m Vielfaches der Teilchenenergie bez�uglich der Teilchenmasse;Dx(s) : Dispersionsfunktion horizontal;� : s � t�0c Abweichung der Teilchenposition von der Sollposition;5Insbesondere im longitudinalen Phasenraum k�onnen unterhalb der Transitionsenergie lokal negative Phasenvorsch�ubeauftreten. 99



p� : �EE0 Longitudinaler Impuls;V 0(s) : dV (s)ds Ableitung der HF-Spannung nach der Umlau
�ange s;�0 : Stabile Phase (Phasenwinkel des Sollteilchens) ;p0 : Sollimpuls des Teichens;!HF : Kreisfrequenz der HF;C1 : 23re
30 :Stabil umlaufende Teilchen schwingen dabei um einen Gleichgewichtszustand, bei dem der lineare Termin � bei der Entwicklung von H im Mittel verschwindet:I dseV 0(s) sin(�0) = I dsC1(Kx(s)2 +Kz(s)2) = U0Aufgenommene Energie Abgestrahlte Energie pro UmlaufDurch diese Bedingung wird die stabile Phase �0 festgelegt. Die sich einstellende Schwingung ist i.a.langsam gegen die Umlau�requenz der Teilchen. Daher kann in guter N�aherung statt H die �uber dieUmlau
�ange gemittelte Hamiltonfunktion H betrachtet werden:H = 12 � 1
20 � ��p2� � eVp0 c�0L!HF �cos(!HFc�0 � + �0) � cos(�0)�+ eVLp0� sin(�0)= 12 � 1
20 � ��p2� � U0sin(�0)�0p0L c!HF �cos(!HF�0c � + �0)� cos(�0) + !HF�0c � sin(�0)�wobei � = 1L H dsDx�x der Momentum Compaction Faktor und L die Ringl�ange und � = !HFc � diePhasenverschiebung zwischen HF und dem umlaufenden Teilchen ist. Es wurde die Bedingung der Pha-senstabilit�at eingesetzt.A.5.1 Kleine AuslenkungenF�ur kleine Auslenkungen in � (d.h.: !HFc � � 1) m�ussen nur Terme bis zur 2. Ordnung von H ber�uck-sichtigt werden. Es stellt sich eine harmonische Schwingung ein, die sogenannte Synchrotronschwingung.Die Frequenz dieser Schwingung, bezogen auf die Umlau�requenz, wird als Synchrotronarbeitspunkt Q�bezeichnet und ist gegeben als: Q� = seV cos(�0)�20p0c (�� 1
20 )k2�= s(�� 1
20 )k2��20p0c q(eV )2 � U20wobei k die Harmonischenzahl der HF ist. Das Verh�altnis der Halbachsen der Synchrotronschwingungist gegeben durch: �s = L(�� 1
20 )2�Q� und�max = �sp�;max = �s �E�0E0max ' �s�pp0Die stabile Phase kann mit Hilfe des Synchrotronarbeitspunkts berechnet werden zu:tan(�0) = U0(�� 1
20 )k2�Q2��0p0c100



A.5.2 Gro�e AuslenkungenIn H kann der Term in p2� als kinetische Energie betrachtet werden, der Rest vonH ist potentielle Energie.Mit der Betrachtungsweise der Schwingung als Umwandlung von potentieller in kinetische Energie k�onnendie Extrempunkte der Teilchenbewegung berechnet werden.A.5.3 EnergieakzeptanzDie Fixpunkte von H lassen sich aus den Bedingungen@H@p� = 0@H@� = 0berechnen. Es ergibt sich: �fix = 0 und �0c!HF (� � 2 0)p�;fix = 0Dabei ist der Fixpunkt (0; 0) stabil und der Fixpunkt ( �0c!HF (� � 2 0); 0) instabil. Die Energieakzeptanzp�;max wird erreicht, wenn die potentielle Energie am Ort des instabilen Fixpunkts in kinetische Energieumgewandelt ist, also:p2�;max = 2U0(�� 1
20 ) sin(�0)p0cL �0c!HF (� cos(� � �0) + cos(�0)� (� � 2�0) sin(�0))= 2U0(�� 1
20 ) sin(�0)p0cL �0c!HF (+2 cos(�0)� (� � 2�0) sin(�0))= U0(�� 1
20 )p0c�k (2 cot(�0)� (� � 2�0))= V0(�� 1
20 )p0c�k 2q (pq2 � 1� arccos(1q ))wobei q = V0U0 der �Uberspannungsfaktor ist. F�ur die Berechnungen sind alle Gr�o�en direkt me�bar oderallein aus der Maschinengeometrie bestimmbar, bis auf den Momentum Compaction Faktor �. Es ist zubeachten, da� f�ur nicht relativistische Teilchen die relative Energieabweichung gegeben ist durch:�psp0 = p� � 12
20 p2� � : : : :Zur Bestimmung der Bucketl�ange mu� ermittelt werden, bei welcher Auslenkung �max die potentielleEnergie von �fix wieder erreicht wird. Die Bunchl�ange ist der Unterschied zwischen den Maximalauslen-kungen �� = �fix � �max. Dann mu� gelten:�2 cos(�0) + (� � 2�0) sin(�0) = cos(!HF�0c �� + � � �0)� cos(�0) + (� � 2�0 + !HF�0c ��) sin(�0):Diese Gleichung kann aufgel�ost werden nach �0. Es ergibt sich:�0 = arctan 1� cos(!HF�0c ��)sin(!HF�0c ��)� !HF�0c ��!= arctan 1� cos(2����0 )sin(2����0 )� 2����0 !101



oder: 1pq2 � 1 = � 1� cos(2����0 )sin(2����0 )� 2����0 ;wobei �0 = �0cfHF der durch die HF vorgegebene Bunchabstand ist. Mit dieser Formel kann durch Iteration�� numerisch bestimmt werden.A.6 Modell-HamiltonfunktionFit der Modell{HamiltonfunktionLokalisierung der ResonanzSei die Hamiltonfunktion des Beschleunigers H = Hlin(J) +Hnl(J; �). Dann kann H wegen der Periodi-zit�at in allen Winkelkoordinaten fourierentwickelt werden als:H =< H( ~J) > + X~n6=(0;:::;0)H~n( ~J) exp(i~n � ~�):Bedingung f�ur das Vorliegen einer Resonanz ist, da� f�ur ein ~n gilt:~! � ~n� 1 und H~n ' 1;wobei ~! = @<H(~J)>@ ~J die lineare Frequenz ist. Denn zus�atzlich zur Erf�ullung der Resonanzbedingungmu� auch eine Anregung der jeweiligen Resonanz vorhanden sein, um eine qualitative �Anderung derPhasenraumtrajektorien hervorzubringen.Ein Ma� f�ur die Wahrscheinlichkeit, da� eine durch ~n charakterisierte Resonanz tats�achlich hervortritt,ist damit die Gr�o�e: s~n( ~J) = H~n(J)~!( ~J ) :Im Simulator kann die Resonanzstruktur des Phasenraums untersucht werden. Dies geschieht systema-tisch an verschiedenen Punkten ~Ji auf einem Gitter im Raum der Wirkungen, wobei der Gitterabstandder Punkte w�ahlbar ist.Dabei sollte der Gitterabstand vom Benutzer so eingestellt werden, da� der Abstand einen Bereich von10% bis 20% der Phasenraumverteilung des Strahls umfa�t. Deutlich kleinere Resonanzen tragen zuMe�werten, die ja Mittelwerte �uber die gesamte Strahlverteilung darstellen, nicht bei.F�ur einen Gitterpunkt ~Ji wird zun�achst die lineare Frequenz numerisch bestimmt durch:!k( ~Ji) = < H(J0i ; : : :Jki + �; : : : ; JNi ) > � < H( ~J) >� :Sodann wirdH( ~Ji) fouriertransformiert, wobei die Zahl der berechneten Fourierkoe�zienten die maximaleOrdnung der Resonanz in einer Dimension festlegt.Danach werden die sich f�ur Ji ergebenden verschiedenen s~n der Gr�o�e nach geordnet und, falls siebetragsm�a�ig oberhalb einer vorgegebenen Schwelle liegen, dem Benutzer angezeigt.Der Benutzer kann nun ausw�ahlen, ob er eine der gefundenen Resonanzen in ihrer Auswirkung auf dasPhasenraumverhalten analysieren will.Alternativ kann der Benutzer direkt einen Resonanzvektor ~n und eine Phasenraumposition ~J eingeben,bei der er eine Resonanz vermutet. Dies ist zeitersparend. Besonders im Falle der Resonanzextraktion, wogezielt eine einzige Resonanz angeregt werden soll, kann der Benutzer die Untersuchung dieser Resonanzvorgeben. 102



Fit der Modell{HamiltonfunktionSind Resonanzvektor ~n und Resonanzposition ~J vorgegeben, sowie die Transformation ins Resonanz{Koordinatensystem durchgef�uhrt, so k�onnen die Koe�zienten der Modell{Hamiltonfunktion ermitteltwerden (siehe Gleichung (2.14) auf S. 33).In den Resonanzkoordinaten sei dabei wiederum Ji 6= Jres = const angenommen und die Abk�urzungJ = Jres gew�ahlt wird. Die �~n{Komponente der Fouriertransformierten von H in alten Koordinaten ent-spricht der (0; : : : ;�1; : : :0){Komponente in Resonanzkoordinaten. Zur Berechnung der H~n-Komponentemu� also in den Resonanzkoordinaten �uber alle Winkel au�er �res gemittelt werden. Im folgenden seidaher H0(J) =< H > (J) und H�1 = H(0;:::;�1;:::0).Es wird zun�achst untersucht, ob �uberhaupt ein Fixpunkt im zu �ttenden Bereich vorliegt. Dazu mu�H� = H0+jH�1j ein Extremum im Fitbereich haben. Die Existenz eines Extremums wird zun�achst durchein Drei-Punkte Kriterium getestet, wobei f�ur J1 < J2 < J3 gelten mu�, da� H�(J2)�H�(J1))(H�(J3)�H�(J2)) < 0. Wird dieses Kriterium im Fitbereich nicht erf�ullt, so liegt keine Resonanz vor und dieweitere Analyse wird abgebrochen.Liegt eine Resonanz vor, so wird H�(J) an einer vorgebbaren Zahl von Positionen Ji bestimmt.Wiederum wird an allen Ji durch das Drei-Punkte Kriterium das Auftreten eines Extremums von H�getestet.Je nach Anforderung des Benutzers wird eine Gewichtung der verschiedenen Ji vorgenommen. ImNormal-fall soll die Lage der Fixpunkte exakt wiedergegeben werden. Hier werden bei Auftreten eines Extremumsvon H� nur die umliegenden Ji im Fit gewertet.Liegt J = 0 im Fitbereich mu� die Nebenbedingung F0 = 0 gefordert werden. Interessiert das Verhaltenf�ur J am Rande des Fitbereichs, werden die entsprechenden Ji besonders gewichtet.Parabel�tZum Fit der Koe�zienten D�0 ; D�1 ; D�2 aus den Wirkungen J1, den zugeh�origen H0(Ji) und den Ge-wichten wi werden die Summen: Sjk =Xi Jji �H�(Ji)kwiberechnet. Dann ergibt sich:D�0 = S01S20S40 + S10S30S21 + S20S30S11 � S21S20S20 � S30S30S01 � S40S11S10S00S20S40 + S10S30S20 + S20S30S10 � S20S20S20 � S30S30S00 � S40S10S10 ;D�1 = S00S11S40 + S01S30S20 + S20S21S10 � S20S11S20 � S30S21S00 � S40S10S01S00S20S40 + S10S30S20 + S20S30S10 � S20S20S20 � S30S30S00 � S40S10S10 ;D�2 = S00S20S21 + S10S11S20 + S01S21S10 � S01S20S20 � S11S30S00 � S21S10S10S00S20S40 + S10S30S20 + S20S30S10 � S20S20S20 � S30S30S00 � S40S10S10 :Dann ist Gi = 12 (D+i +D�i ) und entsprechend Fi = 12 (D+i �D�i ).Umformung der Modell-HamiltonfunktionEs ergibt sich nach dem eben dargestellten Fit die Modell-Hamiltonfunktion (2.14):Hres = 2Xi=0(Gi + Fi cos(~�))J i;Sei nun Jst; �st der stabile Fixpunkt der Modell-Hamiltonfunktion. Dann kann H mit Hilfe von �J =J � Jst und �� = �� �st geschrieben werden, wobei �st = 0; � ist:H = X (Gi + Fi cos(��+ �st)) (�J + Jst)= X�Gi + ~Fi cos(��)� (�J + Jst) mit ~Fi = � Fi f�ur �st = 0�Fi f�ur � = �103



= G0 + JstG1 + J2stG2 + ( ~F0 + ~F1Jst + ~F2J2st) cos(��) +[G1 + 2JstG2 + ( ~F1 + 2Jst ~F2) cos(��)]�J +[G2 + ~F2 cos(��)]�J2:Durch Addition einer Konstante und Einsetzen von Jst l�a�t sich H umschreiben zu:~H = �( ~F0 + ~F1Jst + ~F2J2st)(1� cos(��)) +G1 ~F2 � ~F1G2G2 + ~F2 (1� cos(��))�J� ~F2(1� cos(�J)) + ( ~F2 +G2)�J2= (f0 + f1�J + f2�J2)(1� cos(��)) + g2�J2;mit: f0 = �( ~F0 + ~F1Jst + ~F2J2st);f1 = G1 ~F2 � ~F1G2G2 + ~F2 ;f2 = � ~F2;g2 = ~F2 +G2:und es folgt: ~H = 2(f0 + f1�J + f2�J2) sin2���2 �+ g2�J2:Im folgenden wird wiederum die Tilde der neuen Hamiltonfunktion unterdr�uckt, ferner sollen wieder Jund � f�ur Wirkung und Winkel verwendet werden, wobei aber immer der Abstand vom stabilen Fixpunktgemeint ist.Kanonische TransformationSei nun � = H, so kann nach den Ausf�uhrungen in Abschnitt 2.2.1 der neue Winkel ~� berechnet werdenals: ~� = 2�@ �R �0 J(�0)d�0�@ �H J(�0)d�0�= 2��@ R �0 Jd�0@� ��@ H Jd�0@� � = 2�R �0 @J@�d�0H @J@�d�0 :Sei I(�; �) = R �0 @J(�0)@� d�0 so ergibt sich:~J = 12� Z �0 I(�0; 2�)d�0;~� = 2� I(�; �)I(�; 2�) :Zu berechnen ist also I(�; �).I(�; �) = Z �0 @J(�0)@� d�0= Z @@� 0@� f1s22f2s2 + g2 �s� f1s22f2s2 + g2�2 � 2f0s2 � �2f2s2 + g21A d�0= Z � d�02p�g2 + (2�f2 � 2f0g2)s2 + (f21 � 4f0f2)s4104



= 12p�g2 Z d�0r1 + 2� f2g2 � f0� � s2 + f21�4f0f2�g2 s4= 12p�g2 Z d�0p1 +A1s2 +A2s4 ;mit: s = sin��2� ; A1 = 2�f2g2 � f0� � ; A2 = f21 � 4f0f2�g2 :Durch die Substitution t = tan��2� l�a�t sich das Integral auf Standard{Form bringen ([Bronstein] S. 294).Da d� = 21+t2 dt und sin2 ��2� = t21+t2 folgt:I(�; �) = 12p�g2 Z tan(�2 )0 21 + t2 dtq1 + A1t21+t2 + A2 t4(1+t2)2= 1p�g2 Z dtp1 + (2 +A1)t2 + (1 +A1 + A2)t4= 1p�g2 Z dtp1 + B1t2 +B2t4 ;mit: B1 = 2 +A1; B2 = 1 +A1 + A2:Das Polynom 1 + B1t2 +B2t4 hat nun zwei Nullstellen t1;2 in t2 mit:t1;2 = 12B2 (�B1 �qB21 � 4B2);so da� ~� = 1p�g2B2 Z tan(�2 )0 dt(t2 � t1)(t2 � t2) :Je nach Vorzeichen von t1;2 mu� nun eine Fallunterscheidung getro�en werden.Zwei negative NullstellenF�ur den Fall t1;2 < 0 seien t1;2 umbenannt in t>; t< mit jt>j > jt<j. Dann ist mit m = t>�t<t> :I1(�) = 1p�g2B2 F (�jm)p�t> = 1p��g2B2t> sc�10@ tan��2�p�t< jm1A ;wobei F (�jm) das elliptische Integral erster Gattung und sc(ujm) eine elliptische Jacobi{Funktion ist([Abram] S. 570-574,596).6 Insbesondere ist I1(2�) = 4K(m)p��g2B2t> , wobei K(m) die Viertelperiode derelliptischen Jacobi{Funktionen ist.Es folgt, da�: ~� = 2� I1(�)I1(2�) = 2�4K(m)sc�10@ tan��2�p�t< jm1A :Durch Umkehrung erh�alt man: � = 2arctan�p�t<sc� 2�K(m)~�jm�� :6Die Bezeichnung der elliptischen Integrale und Jacobi{Funktionen sowie die Bezeichnung der Argumente folgt derKonvention von [Abram]. 105



Zur Berechnung von ~J wird hier statt der direkten Berechnung des Integrals H Jd�0 die Berechnung als:~J = 12� Z �0 I1(�0; 2�)d�0 = 12� Z 4K(m(�0))p��0g2B2t>(�0)d�0gew�ahlt.Nullstellen mit verschiedenen VorzeichenF�ur den Fall t1 � t2 < 0 seien t1;2 umbenannt in t+ > 0; t� < 0. Dann ist mit m� = t+t+�t� = 1mI2(�) = F (�jm�)p�g2B2(t+ � t�) = 1p�g2B2(t+ � t�)sd�10@ (t+ � t�) tan��2�p�t+t� jm�1A ;und: ~� = 2�4K(m�)sd�10@ (t+ � t�) tan��2�p�t�t+ jm�1A ;sowie durch Umkehrung: � = 2arctan�r t+t�t� � t+ sd�2�K(m�)~�jm��� :Wiederum wird zur Berechnung von ~J das Integral~J = 12� Z I2(�0; 2�)d�0 = 12� Z 4K(m�(�0))p�0g2B2(t+(�0)� t�(�0))d�0numerisch ausgef�uhrt.Berechnung der neuen Wirkung durch IntegrationZur Berechnung der neuen Wirkung ~J mu� das Integral~J(�) = 12� Z �0 I1;2(�0; 2�)d�0ausgef�uhrt werden. Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 2.2.1 ist:I1(�; 2�) = 4K(m(�))p��g2B2t>(�) ;I2(�; 2�) = 4K(m�(�))p�g2B2(t+(�)� t�(�)) :Dabei kann K(m) f�ur 0 < m < 1 besser als 2 � 10�8 angen�ahert werden durch ([Abram], S. 591):K = 4Xi=0 �kai � kbi log(1�m)� (1�m)i;mit: kai = f1:38629436112; 0:09666344259; 0:03590092383; 0:03742563713; 0:01451196212g;kbi = f0:5; 0:12498593597; 0:06880248576; 0:03328355346; 0:00441787012g:Die Koe�zienten B1; B2 lassen sich in Abh�angigkeit von � schreiben als:B1 = c0 + c1� ; B2 = d0 + d1� ;106



mit: c0 = 2 + 2 f2g2 ; c1 = �2f0;d0 = 1 + f2g2 ; d1 = �2f0 + f21 � 4f0f2g2 :Ferner ist: Q = B21B2 = (m� 2)21�m :Damit kann m in Abh�angigkeit von � bzw. Q ausgedr�uckt werden:m = 2 + Q2 �r1� 4Q � 1� ;so da�: I1 = K(m)�r g�2B1Q(1�p1�4=Q) ;I2 = K(m�)�qg[2]�B1(1�p1� 4=Q) :Wegen der log(1 �m)-Abh�angigkeit haben I1;2 jedoch eine Singularit�at bei m = 1, so da� das Integraluneigentlich wird, falls m(�) = 1 im Integrationsbereich liegt. Da limm!1Q = 1, folgt, da� singul�areStellen bei �1;2 = 0; �d1d0 auftreten.Beachtet man die De�nition von ~H = 2(f0+f1J+f2J2) sin��2�+g2J2, wobei (J; �) = (0; 0) die Positiondes stabilen Fixpunkts und (J; �) = (� f12f2+g2 ; �) die Position des instabilen Fixpunkts bezeichnet, sostellt sich heraus, da� �1;2 genau den Wert der Hamiltonfunktion am stabilen bzw. instabilen Fixpunktwiedergeben. Darum sei im folgenden �1;2 in �st;inst umbenannt, mit:�st = 0; �inst = �d1d0 :Mit �0 = ~H(�Jst; 0) ergibt sich als Integrationsweg:Jst < Jinst Jst > JinstJst > 0; Jinst > 0 �0 ! �st! �inst �0 ! �inst! �stJst > 0; Jinst < 0 �0 ! �stJst < 0; Jinst > 0 �0 ! �instZur Vermeidung der Singularit�at bei �sing = �st;inst wird die Integraltransformation z = p�sing � �durchgef�uhrt wird. Ferner ist zu beachten, da�, da Q bei jeder Singularit�at einen Vorzeichenwechselmacht, das relative Vorzeichen der Nullstellen t1;2 bei der Singularit�at wechselt. Dann ist:Z ��0 I(�0)d�0 = Z �sing�0 I1;2d�0 + Z ��sing I2;1d�0= Z �0p�sing��0(�2z)I1;2(�sing � z2)dz + Z p�sing���0 (�2z)I2;1(�sing � z2)dz= �2 Z �0p�sing��0 zI1;2(�sing � z2)dz + Z p�sing���0 zI2;1(�sing � z2)dz! ;womit die Singularit�at aufgehoben ist, da die log(1�m) schw�acher abf�allt als z.77Es ist zu beachten, da� der 1p {Term in I1;2 nicht zur Singularit�at beitr�agt, da lim�!�st;inst 6= 0.107



A.7 Frequenzspektrum einer TeilchenverteilungSpektrum ohne PhasenmodulationDie Teilchenverteilung sei zerlegbar in Winkel- und Wirkungsanteil:�( ~J; ~�) = �J ( ~J) � ��(~�):Bisher war die Umlau
�ange s als Parameter unterdr�uckt worden. Um das Signal einer Teilchenverteilungam Ort eines Monitors berechnen zu k�onnen, mu� s jedoch in der Dichteverteilung und der betrachtetenKoordinate bei der Berechnung des Moments Mk ber�ucksichtigt werden:Mk = Z d3���(~�+ !0 ~Qt; s0 + �ct) � �k(~�; s0);wobei s0 der Ort des Monitors ist.F�ur � = 0 und ein festes ~J berechnet sich das Frequenzspektrum als Fouriertransformierte der Zeitent-wicklung von Mk: F k(!) = Z dt � ei!t Z d3���(~�+ !0 ~Qt; s0 + �0ct)�k(~�; s0)wobei T die Umlaufzeit und !0 die entsprechende Umlau�requenz ist. Mit Hilfe der Fouriertransformier-ten von �, bzw. � in den Winkeln kann das Frequenzspektrum berechnet werden. Dabei mu� �, dasmit der Ringl�ange L periodisch ist, auch nach der Umlau
�ange s fouriertransformiert werden. Seien ~�k~qund ~�~p;n die Komponenten der Fouriertransformation von �k bzw. ��, wobei der Index n die Transfor-mationskomponenten nach s kennzeichnet, w�ahrend die Fouriertransformierte der Koordinate f�ur �k(s0)bestimmt wurde. Dann ist:F k(!) = Z dt Z d3�ei!t Xn;~p;~q ~�~p;n~�k~q exp�i[~p(~�+ !0 ~Qt) + n2�L (s0 + �0ct)]� ei~q~�= Z dt Z d3�Xn;~p;~q ~�~p;n~�k~q exp�i[(~p+ ~q)~�+ (! + !0~p~Q+ n!0)t+ n2�L s0]� ;wobei mit 2��0c=L = !0 die Umlau�requenz eingesetzt wurde. Das Integral d3� kann ausgef�uhrt werdenund ergibt nur einen Beitrag f�ur ~p + ~q = 0. Genauso kann das Integral dt ausgef�uhrt werden, das nureinen Beitrag ergibt f�ur (! + !0~p~Q+ n!0)=0. Dann ist:F k(!) = Xn;~p ~�~p;n~�k�~p�(! + !0~p ~Q+ n!0) exp�in2�L s0�= Xn;~p F kn;~p�(! + !0~p ~Q+ n!0);mit: F kn;~p = ~�~p;n~�k�~p exp�in2�L s0� :Das Spektrum der Teilchenverteilung wiederholt sich also im Abstand der Umlau�requenz !0. Um denUmlaufpeak erscheinen an den Positionen ~p � ~Q Frequenzlinien der H�ohe ~�~�p;n~�k~p . Die Harmonischen derUmlau�requenz sind mit der longitudinalen Ringf�ullung moduliert.Spektrum mit PhasenmodulationSei nun � 6= 0. An Stelle der Zeit t mu� nun in obiger Formel jeweils t � �(t)=(�0c) eingesetzt werden.Damit wird das oben berechnete Signal phasenmoduliert mit �(nT ).Bedingt durch eine Impuls�anderung der Teilchen �andert sich zudem der Phasenvorschub pro Zeit. Sei p� =�pp . Dann �andert sich mit p� der Arbeitpunkt verm�oge der Chromatizit�at: Q� ! Q� +C�p�. Weiterhin108



�andert sich die Umlau�requenz auf Grund der Momentum Compaction: !0 ! !0(1 + (1=
20 � �)p�).Ferner ist im Mittel (1=
20 � �)p� = @@s� = @@t ��0 (siehe Abschnitt A.5), so da�:~�(s) = Z dt�~Q+ p� ~C)!0(1 + (1=
20 � �)p��= Z dt�~Q!0 + @@t ��0c ( 11=
20 � � ~C + ~Q)!0 + o(p2�)�= ~Q!0(t+ ��0c ) + 11=
20 � � ~C!0 ��0c :Sei nun ~
C = 11=
20�� ~C!0, dann ist ~�(t) = ~Q!0(t+ ��0c ) + ~
C ��0c :Damit ergibt sich F k(!) als:F k(!) = Z dtei!t Z d3����~�+ !0 ~Q(t+ ��0c +
c ��0c ; s0 + �0c(t + ��0c ))� �k(~�; s0)= Z dt Z d3�ei!t Xn;~p;~q ~�~p;n~�k~q �exp�i[~p(~�+ !0 ~Q(t + ��0c ) + 
C ��0c ) + ~q�+ n2�L (s0 + �0c(t + ��0c ))]� ei~q~�= Z dtXn;~p ~�~p;n~�k�~p exp�i[t(! + !0~p~Q+ n!0) + ��0c (!0~p~Q + ~
C + n!0) + n2�L s0]� ;wobei das Integral �uber d3� ausgef�uhrt wurde.Seien nun ~�r die Fourierkomponenten von �(��). Da � reell, ist ~��r = ~��r . Ferner sei ��;r = arctan�=(~�r)<(~�r)�der Phasenwinkel der Komponente �r. Mitexp iu(~�rei!0Q�rt + ~��re�i!0Q�rt) = exp (iu2j~�rj cos (!0Q�rt+ ��;r))= Xm i�mJm(2uj~�rj) exp (im(!0Q�rt+ ��;r)) :wobei Jm die Besselfunktion der Ordnung m ist, ergibt sich:F k(!) = Z dtXn;~p ~�~p;n~�k�~p exp�i[t(! + !0~p~Q+ n!0) + n2�L s0]��Yr exp� 1�0�re!0Q�rt(!0~p~Q+ ~
C + n!0)]�= Z dtXn;~p ~�~p;n~�k�~p exp�i[t(! + !0~p~Q+ n!0) + n2�L s0]��Yr  Xm i�mJm(2(!0~p~Q+ ~
c~p+ n!0) j~�rj�0 ) exp (i[m(!0Q�rt+ ��r)])! :Da im allgemeinen ein rmax gefunden werden kann, ab dem die Fourierkomponenten �r vernachl�assigbarsind, kann Fk(!) umgeschrieben werden als:F k(!) = Z dtXn;~p ~�~p;n~�k�~p exp�i[t(! + !0~p~Q + n!0) + n2�L s0]��rmaxYr=0 �i�mrJmr (2(!0~p~Q + ~
c~p+ n!0) j~�rj�0 ) exp (i[mr(!0Q�rt+ ��;r)])�= Z dt Xn;~p;~m ~�~p;n~�k�~p rmaxYr=0 �i�mrJmr (2(!0~p~Q+ ~
c~p+ n!0) j~�rj� )�!�109



exp i[t(! + !0~p~Q+ n!0) +Xr mr(!0Q�rt+ ��;r) + n2�L s0]!= Xn;~p;~m ~�~p;n~�k�~p rmaxYr=0 �i�mrJmr (2(!0~p~Q+ ~
c~p+ n!0) j~�rj� )�!��(! + !0~p~Q+ n!0 +Xr mr!0Q�r)ei[mr��;r+n 2�L s0]= Xn;~p;~mF kn;~pK~m;~p�(! + ~p~Q+ n!0 +Xr mrr!0Q�);wobei die Integration �uber die Zeit ausgef�uhrt wurde. Es ist ~m ein Vektor mit rmax + 1 Komponentenaus ganzen Zahlen undK~m;~p =Yr i�mr �Jmr (2(!0~p~Q+ ~
C~p+ n!0)j~�rj) exp (imr��;r)�ist.Durch die Phasenmodulation bekommt damit jede Frequenzlinie des unmodulierten Spektrums F kn;~p Sei-tenlinien im Abstand der Vielfachen von !0Q�.A.8 Technischer Anhang zum SimulatorIm folgenden wird die Syntax der Startdateien dargestellt. Dabei wird jeweils eine links stehendeForm durch die rechts stehenden m�oglichen Syntaxkonstrukte ausgef�ullt. Verschiedene M�oglichkeitenzur Ausf�ullung sind durch einen Doppelpunkt ':' getrennt. Zeichen, die nicht interpretiert werden sollen,werden durch Hochkommata "' gekennzeichnet. Dabei wird Klein/Gro�schreibung nicht ber�ucksichtigt.Eventuell ausla�bare Zeichen werden von einem Fragezeichen '?' gefolgt. Leerzeichen zwischen Formenwerden unterdr�uckt. Runde Klammern '()' fassen Ausdr�ucke zusammen.Allgemeine De�nitionenziffern : '0' bis '9' mehrmals ganze Zahlletter : 'A' bis 'Z' oder ' ' Buchstabealphanumletter : letter oder '0' bis '9' oder '.' alphanumerische Zahlwahrheitswert : 'TRUE': 'FALSE'kommentar : ' !' bis Rest der Zeilenumber : ziffern: ziffern '.' ziffern 'e-' ziffern reelle Zahlstring : letter und alphanumletter mehrmals Zeichenkettecoupling : 'NONE' Kopplung zum Kontrollsystem: keine: 'COUPLED' Hole und setze Kontrollsystemwert immer: 'GETVALUE' Hole Kontrollsystemwert immer: 'PUTVALUE' Setze Kontrollsystemwert immer: 'GETONCE' Hole Kontrollsystemwert einmal: 'PUTONCE' Setze Kontrollsystemwert einmal110



value : value '+' value Addiere Werte: value '-' value Subtrahiere Werte: value '/' value Dividiere Werte (falls Divisor nicht 0): value '*' value Multipliziere Werte: '(' value ')' Geklammerter Wert: number direkte Zahlangabe: string Variablen Referenz: '-' value negativer Wert, Pr�azedenz ber�ucksichtigtDe�nitionen der Startup-Dateidateien : datei Dateibezeichnungen: dateien dateipfad : (('/')?string) mehrmals Pfadbezeichnungdatei : 'VARPATH' '=' pfad Variablen-Datei: 'NETPATH' '=' pfad Netzwerk-Datei: 'ELMPATH' '=' pfad Elemente-DateiDe�nitionen der Variablen-Dateivar expressions : var expression Variablen De�nitionen: var expressions var expressionvar expression : '*'string '=' var denote exprsvar type : '(int)' Variablen Typ ganze Zahl: '(
oat)' Variablen Typ reelle Zahl: '(double)' Variablen Typ reelle Zahl mit hoher Genauigkeit: '(boolean)' Variablen Typ Wahrheitwert Zahlvar denote expressions : var denote expression Variablen Deskriptoren: var denote expressions var denote expressionvar denote expression : value Wertzuweisung: var type value Wertzuweisung mit Typangabe: '(string)' string Stringzuweisung: 'NAME' '=' string Zuweisung des Kontrollsystemnamens: 'COUPLING' '=' coupling Zuweisung der Variablenkopplung an KontrollsystemDe�nitionen der Netzwerk-Dateinet expressions : net expression Knotenbezeichnungen im Internet: net expressions net expressionnet expression : 'HOST' '=' hostnamehostname : string: (number '.') mehrmalsDe�nitionen der Elemente-Dateielm expressions : elm expression Elementde�nitionen: elm expressions elm expression111



elm expression : element expr Elementde�nition: vardef expr Variablende�nition: line expr De�nition einer Elementfolge: symmetry expr Supersymmetriede�nition f�ur Elementfolge: 'PRINT' ';' Statusausgabe der Elementfolgeelement expr : string':' geometry exprs param exprs ';' Element mit Geometrie und Parametern: string':' '=' string':' ';' Element gleich de�niertem Elementparam exprs : leer: param expr Elementparameter: param exprs param exprgeometry exprs : leer: geometry expr Geometrieangaben: geometry exprs geometry exprgeometry expr : 'LENGTH '=' value L�ange des Elementes: 'WIDTH '=' '&' value Breite des Elementes: 'ANGLE '=' '&' value Winkel des Elementes: 'DISTANCE '=' '&' value Distanz vom Sollorbit des Elementes: 'MARKER' Element markiertparam expr : param '=' value Wertzuweisung eines Parameters: param '=' '&' string Parameter gekoppelt an Variablenwert: param '=' '(' denote exprs ')' Parameterdeskriptordenote exprs : denote expr: denote exprs denote exprdenote expr : 'value' '=' value Wertzuweisung: 'value' '=' '&' string Parameterwert gekopplet an Variablenwert: 'timedep' '=' value lineare Zeitabh�angigkeit: 'timedep' '=' '&' string lineare Zeitabh�angigkeit gekoppelt an Variablenwert: 'PRIVATE' Wert nicht mit anderem Element gekoppeltparam : 'DIPOLE' Dipol: 'Q'('UADRU')?POLE' Quadrupolst�arke: 'SEX'('TU')?'POLE' Sextupolest�arke: 'OCTUPOLE' Oktupolst�arke: number'POLE' Multipolst�arke mit Nummer: number'SKEW'('POLE')? St�arke eines gedrehten Multipols: 'CAVITY' HF-Spannung (Peak)vardef expr : string '=' var denote exprs Variablende�nitionline expr : 'LINE' '=' names Start einer Elementfolge: 'LINE' '+=' names Fortsetzung einer Elementfolgenames : string':' Liste von Namen: names string':'symmetry expr : 'SYMM'('ETRY')? '+' ';' Elementfolge gleichsinnig verdoppelt: 'SYMM'('ETRY')? '-' ';' Elementfolge gegensinnig verdoppelt
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